Zatacznik 3 Opis modeli log-liniowych wykorzystanych w pracy badawczej,,Cudzoziemcy na krajowym rynku
pracy w ujeciu regionalnym”

1. Wstep

W zataczniku nr 2 raportu pt. ,,Cudzoziemcy na krajowym rynku pracy w ujeciu regionalnym” dokonano
kompleksowego przegladu literatury z zakresu szacowania populacji trudnych do zbadania. Przyktad
takich populacji stanowi¢ moga osoby bezdomne, osoby zazywajace narkotyki czy cudzoziemcy. Gtowna
trudnoS¢ zwigzana z tego typu populacjami polega na tym, ze brakuje oficjalnych rejestrow badz innych
zrodet statystycznych, ktore umozliwiatyby estymacje liczby osob w tego typu populacjach z akceptowalna
precyzja. W literaturze przedmiotu istnieja jednak odpowiednie metody statystyczne, ktore umozliwiaja
estymacje wielkoSci populacji trudnych do zbadania. Zaliczy¢ tutaj mozna przyktadowo rozwiazania
bazujace na technikach wielokrotnych potowdéw (capture-recapture) wykorzystujagcych modele log-
liniowe, analizie klas ukrytych czy modelowaniu z uwzglednieniem tzw. modeli mieszanych z efektami
losowymi. Skuteczne wykorzystanie tych technik w praktyce w duzej mierze zalezy od dostepnosci danych
statystycznych i jest uwarunkowane koniecznoscia spetnienia odpowiednich zatozen lezacych u podstaw
poszczegolnych metod.

W prezentowanym kofncowym raporcie badawczym ostatecznie zdecydowano sie skorzysta¢ z modeli
log-liniowych na potrzeby estymacji cudzoziemcow w Polsce na rynku pracy w ujeciu regionalnym.
Wynikato to przede wszystkim z dostepnosci odpowiednich zrodet danych, ktore mozna wykorzysta¢ w
tego typu estymacji, dostepnosci odpowiednich pakietow programu R, w ktorych zaimplementowane sa
wtasciwe funkcje na potrzeby modeli log-liniowych oraz kodow na procedure bootstrap umozliwiajaca
znalezienie wtasciwych przedziatow ufnosci a takze z faktu, ze w literaturze przedmiotu wtasnie te modele
s3 z powodzeniem wykorzystywane w estymacji liczebnoSci populacji trudnych do zbadania. Przyktad
stanowi¢ moga prace Coumansa i inn. (2017) oraz Petera i inn. (2012). W pierwszej ze wspomnianych prac
wykorzystujac trzy zrodta danych i modele log-liniowe dokonano oszacowania liczby bezdomnych oséb w
Holandii z uwzglednieniem dodatkowych przekrojow zdefiniowanych przez pteé, wiek czy pochodzenie. W
drugim z przytoczonych artykutow zastosowanie modeli log-liniowych oraz tzw. pasywnych i aktywnych
zmiennych pomocniczych umozliwito oszacowanie liczby osob urodzonych na Bliskim Wschodzie a
przebywajacych w Holandii. Obydwie ze wspomnianych populacji, dla ktérych dokonano szacunkow wraz

z podaniem odpowiednich 95% przedziatow ufnosSci naleza do tzw. populacji trudnych do zbadania.

2. Modele log-liniowe w ujeciu teoretycznym

Modele log-liniowe stanowia obecnie bardzo wazng metode analizy danych zawartych w tablicach
kontyngencji. Rozwoj metodologii dedykowanej tej technice analizy danych jakoSciowych zapoczatkowany
zostat w latach 60-tych XX wieku. Goodman (1964, 1968, 1969) byt jednym z pierwszych badaczy, ktorzy
spopularyzowali modele log-liniowe w naukach spotecznych. Modele te sa szczegblnie przydatne w
sytuacjach, gdy brak jest precyzyjnego rozréznienia miedzy zmienng objasniana a zmiennymi
objasniajacymi, a zachodzi potrzeba wykrycia zaleznoSci w pewnym zbiorze danych. Geneza modeli log-

liniowych zostata szczegdtowo omowiona rowniez w polskiej literaturze (Brzezinska, 2015).



Punktem wyjscia w modelach log-liniowych jest tablica kontyngencji. Na potrzeby pracy badawczej
rozpatrywana bedzie jedynie tablice dwuwymiarowe postaci 2 x 2 oraz trojwymiarowe tablice typu 2 x 2 x
2, aczkolwiek teorie modeli log-liniowych mozna rozszerzy¢ na tablice kontyngencji o dowolnych
wymiarach. Przedstawione rozwazania teoretyczne w gtownej mierze bazowac beda na pracach Goodmana
(1964, 1968, 1969), Stokesa i inn. (2012) oraz Brzezinskiej (2015).

Rozwazony bedzie na poczatku przypadek dwudzielczej tablicy kontyngencji 2 x 2. Zatézmy, ze
jesteSmy zainteresowani poszukiwaniem zaleznosci miedzy dwiema zmiennymi X i Y mierzonymi na
stabych skalach pomiaru, z ktorych kazda ma dwa mozliwe warianty. Tabela 1 przedstawia taczny rozktad
obydwu cech, przy czym n;; oznacza znane liczebnoSci empiryczne na przecieciu i —tego wiersza oraz j —tej
kolumny (i,j =1,2), n oznacza catkowita liczbe jednostek w tablicy dwudzielczej, a n;, oraz

n,; odpowiednie liczebnosci brzegowe, gdzie n = Y7, ¥2_, n;; oraz ny, = Yi, ny; iny; = Yo, nyj.

TABELA 1. DWUDZIELCZA TABLICA KONTYNGENCJI (2 x 2)

Kategorie zmiennej Y
. . . Y Y,
Kategorie zmiennej X Razem
X N1 N1z Ny
X, Na1 N22 Nt
Razem Nyq Ny, n

Informacje zawarte w Tabeli 1 mozna rowniez przedstawi¢ wykorzystujac w tym celu prawdopodobienstwo

pij = %, takie ze Y¥7_, X%, p;; = 1, (i,j = 1,2), por. Tabela 2.

TABELA 2. DIWUDZIELCZA TABLICA KONTYNGENCJI (2 x 2) PRAWDOPODOBIENSTWA

Kategorie zmiennej Y

. . . 19 Y,
Kategorie zmiennej X Razem
X P11 P12 P1+
X, P21 D22 D2+
Razem P11 Pi2 1

Uzasadnieniem do konstrukcji modeli log-liniowych jest niezaleznoS¢ statystyczna, ktora moze byc
wyrazona w postaci kombinacji liniowej logarytmoéw odpowiednich prawdopodobienstw. W szczegolnym
przypadku dwudzielczych tablic kontyngencji 2 x 2, jeSli zmienne X i Y sa statystycznie niezalezne
spetniony jest nastepujacy warunek:

Pij = Di+DP+j» @)
dlai,j=1,2.
Poniewaz p,, =pi; + D1 OraZ p,, = pi, + P to uwzgledniajac ponizsze zwigzki (przy zatozeniu

statystycznej niezaleznosci rozpatrywanych zmiennych):



P11 P12
b pa, P (2)
otrzymujemy, ze:
Pu P12
Pii+Da Piz+ D2

a stad py; (P12 + P22) = P12(P11 + P21), CO po prostych uproszczeniach prowadzi do nastepujacej rownosci:

(3)

P11P22 = P12P21- 4)
ROWNOSE (4) orzeka, ze jeSli zmienne X i Y s3 statystycznie niezalezne to spetniony jest warunek:
D11D22
=tz g (5)
P12P21

gdzie i to tzw. iloraz szans. Logarytmujac obustronnie rownosc (5) oraz korzystajac z podstawowych
dziatan na logarytmach uzyskujemy nastepujaca rownosc:
Iny = Inpy, — Inpy, — Inp,, + Inp,, = 0. (6)
Model log-liniowy dla tablicy dwudzielczej typu 2 x 2 bierze pod uwage logarytm ilorazu szans w
szczegblny sposdb. Mianowicie tzw. nasycony model log-liniowy (ang. saturated model) definiuje sie, jako:
ln(mij) =u+ A+ +A, Lj=12 (7
gdzie m;; = np;; to tzw. liczebnosci oczekiwane (teoretyczne) w dwudzielczej tablicy kontyngencji
odpowiadajacej komarce na przecieciu i —tego wiersza i j —tej kolumny. Model ten w przypadku notacji
nawiasowe] czesto spotykanej w odniesieniu do modeli log-liniowych mozna zapisac jako [XY] - model
petny. Powyzszy model jest podobny do modelu dwuczynnikowej analizy wariancji dla zmiennej ciagtej y
postaci:

E(Yij) =p+a;+ 6+ (aB)y, 8
gdzie u oznacza Sredni poziom badanej cechy, a;,B; to tzw. efekty gtowne a (ap);; to efekt interakcji.
Wystepujace w rownaniu (7) wyrazenia u, A, Y, 1}’ odnosza sie do standardowej notacji uzywanej w
modelach log-liniowych, przy czym u to Srednia arytmetyczna zlogarytmowanych liczebnosci rzeczywistych
w dwudzielczej tablicy kontyngencji, 2} mierzy wptyw zmiennej X, A7 mierzy wptyw zmiennej Y, a 2} mierzy
wptyw interakcji zmiennych X i Y. Wartosci teoretyczne m;; dla petnego modelu log-liniowego przedstawia

Tabela 3.

TABELA 3. DWUDZIELCZA TABLICA KONTYNGENCJI (2 x 2) - WARTOSCI TEORETYCZNE

Kategorie zmiennej Y

N . Y v
Kategorie zmiennej X
X, e +a{+21) e+ -2]-2])
X, e =2 +21-211) e =2 -2 +A1])

Parametry modelu (7) mozemy z kolei wyrazi¢ nastepujacymi wzorami:

1 X5 In(my;)

= ©)

2 In(m:;
M=§t%§iﬁ—m (10)



Z?:l In(m;;) _

Iloraz szans (5) moze by¢ rowniez wyrazony, jako funkcja liczebnosci oczekiwanych:
my1My;
Y= 13
myMy; 13

tak wiec biorgc pod uwage liczebnosci teoretyczne zamieszczone w Tabeli 3. po prostych przeksztatceniach
otrzymujemy, ze:

Iny = Inmy, — Inmy, — Inmy, + Inm,, = 415, (14)
W takiej sytuacji hipoteza zerowa o niezaleznosci zmiennych X i Y jest rownowazna hipotezie H,: A%} = 0.

Na potrzeby weryfikacji tej hipotezy mozna wykorzystac statystyke testowa G2 postaci:

2 2

GZ:ZZ ng; In (24 (15)
1 To\my)

i=1j= J

ktora w przypadku, gdy H, jest prawdziwa ma asymptotyczny rozktad y2 z 1 stopniem swobody, przy czym
m;; = n;yny;/n stanowig oszacowania liczebnosci teoretycznych wyznaczonych dla danego modelu log-
liniowego.
W powyzszym przypadku mamy do czynienia z tzw. modelem niezaleznosci (ang. independence model),
ktory wyraza sie wzorem:
In(m;) =pu+2AF + 4, (16)
i zawiera jedynie parametry wptywu pojedynczych zmiennych. W notacji nawiasowej model ten mozemy
zapisac jako [X][Y]. Model ten jest kombinacja liniowa trzech parametrow wptywu, w ktorym wystepuje
efekt gtowny i efekty badanych zmiennych, natomiast brak jest w nim wptywu interakgji.
Mozna rowniez rozpatrywac inne modele log-liniowe. Przyktadowo w przypadku dwoch zmiennych
mozna zbudowac model z jedng zmienna postaci X (w notacji nawiasowej [X]):
In(m;;) = p+ A%, 17)
ktory uwzglednia jedynie wptyw tej zmiennej. Analogicznie mozna rozpatrywac model dla zmiennej Y (w
notacji nawiasowej [Y]), ktory bierze pod uwage wptyw zmiennej Y i moze by¢ przedstawiony w postaci:
In(my;) = u+ 2. (18)
Istnieje rowniez mozliwos¢ zbudowania modelu zerowego ([0]), w ktorym brak jest wptywu jakiejkolwiek
zmiennej:
ln(mij) = U (19)
W teorii modeli log-liniowych buduje sie zazwyczaj wiele modeli, ktore sa ze soba porownywane
(przyktadowo w rozpatrywanym przypadku tablicy 2 x 2 mozna rozpatrywac cztery modele). Model petny
zawiera wptyw wszystkich zmiennych i z punktu widzenia ztozonosci jest najbardziej skomplikowanym
modelem. Celem jest zatem poszukanie modelu prostszego w stosunku do modelu petnego, ktory

jednoczesnie bytby dobrze dopasowany do danych.

Rozwazmy obecnie trojwymiarowa tablice kontyngencji 2 x 2 x 2, pokazana w Tabeli 4 dla trzech

zmiennych X, Y, Z, z ktorych kazda przyjmuje dwa warianty.



TABELA 4. TROJDZIELCZA TABLICA KONTYNGENC)I (2 x 2 X 2)

Kategorie zmiennej Z
Z Zy
Kategorie zmiennej Kategorie zmiennej Y Kategorie zmiennej Y
Razem
X
4 v, 14 v
X M1 Mi21 M2 Mi22 LT
X2 Na11 N221 212 222 N2++
Razem Ny1q Nyoq Ny12 N2 n

Modet petny - nasycony (ang. saturated model) dla trzech zmiennych w postaci addytywnej jest
postaci:
In(mij) = p+ A5 + 0 + 22 + A + 282 + +AE + 257, (20)
przy czym jego paramtery dla tablicy 2 x 2 x 2 wyrazaja sie ponizszymi wzorami:

_ X X5 Xk In(mue)

) 21
: (21)
2'_ 2_ In m;;
A= "12"‘; ) _, (22)
,2_ 2_ In(m;;
/—1])/ — 1—1Zk—; ( L]k)_‘u’ (23)
.2_ 2._ In(m;;
/12 - l—12]_jl- ( L]k)_‘u’ (24)
Ti=1In(m;)
/1§§V=“f”—/1f—/1}’—u, (25)
2 1n m;;
B <P G e, (26)
2 1n m;;
A}'Ifzw_l;(_lg_u’ 27)
A =In(my) = A = A = - A - - -, (28)

przy czym mg; oznacza wartosci teoretyczne w trojdzielczej tablicy kontyngencji. Podobnie jak w
przypadku modeli dla dwuwymiarowych tablic kontyngencji mozna rozpatrywac i porownywac ze soba
wiele roznych modeli log-liniowych. Odbywa sie to wedtug zasady hierarchicznosci, wedtug ktorej
parametry nizszego rzedu nie moga byc usuniete z modelu, dopoki parametr wyzszego rzedu bedzie
zawierat jakakolwiek zmienng wystepujaca w parametrze nizszego rzedu. W tym przypadku mamy do
czynienia z tzw. hierarchicznymi modelami log-liniowymi. W sytuacji trzech zmiennych X,Y,Z mozna

zbudowaé dziewiec¢ roznych modeli opisujacych zwiazki pomiedzy rozpatrywanymi zmiennymi. Ich



rownania oraz zapis nawiasowy przedstawiono w Tabeli 5.

W analizie log-liniowej gtownym celem jest wybor modelu o mozliwie najprostszej postaci, ktory
jednoczesnie bytby najlepiej dopasowany do danych. W literaturze przedmiotu (Goodman 1964, 1968, 1969;
Stokes i inn. 2012; Brzezinska 2015) proponuje sie na potrzeby oceny modeli roznego rodzaju kryteria.
Zostaty one rowniez wykorzystane w niniejszej pracy badawczej w wyborze finalnego modelu. Do
najwazniejszych kryteriow zaliczamy iloraz wiarogodnosci, dewiancja, AIC, BIC oraz wspotczynnik pseudo
RZ.

Iloraz wiarogodnosci jest miarg pozwalajaca oceni¢ dopasowanie modelu do danych. Przyktadowo dla
tablic 2 x 2 wyraza sie on wzorem (15). W sytuacji gdy wartos¢ ilorazu wiarogodnosci G? jest duza to
wowczas model taki powinien by¢ odrzucony jako model, ktory w nieprawidtowy sposob odwzorowuje
zaleznosci miedzy badanymi zmiennymi. Wspotczynnik G2 moze byc takze wykorzystywany do porownania
oceny roznych modeli. W sytuacji gdy porownujemy dwa modele wspotczynnik G2 moze zostac

przedstawiony w postaci (dla tablic 2 x 2) :

2 2 mo
G?=2) > myn <m—1’) (29)
gdzie: 0 odnosi sie do liczebnoSci teoretycznych modelu ogdlniejszego, tj. zawierajacego wszystkie
mozliwe parametry, natomiast 1 dotyczy liczebnoSci teoretycznych modelu zagniezdzonego o uproszczonej
postaci i zawierajgcego sie w modelu 0. Wspotczynnik ten moze byc rowniez przedstawiony w postaci:
G*(My|M,) = G*(M,) — G*(M,). (30)
Powyzsza statystyka ma rozktad chi-kwadrat o liczbie stopni swobody df = df (M,) — df (M,) gdzie M, jest
modelem zagniezdzonym, a M; modelem ogolnym z wigksza liczbg parametrow i nazywana jest dewiancja.
Dewiancja pozwala oceni¢ czy parametr wystepujacy w modelu M;, a niewystepujacy w modelu M, jest
statystycznie istotny.
Statystyka stuzaca do porownywania ze soba wigkszej liczby modeli jest tzw. kryterium informacyjne
Akaike oraz Schwarza (bayesowskie). Kryterium informacyjne Akaike wyraza sie wzorem:
AIC = G? — df, (31)
gdzie G? to iloraz wiarogodnosci badanego modelu a df to liczba odpowiadajacych mu stopni swobody. Z
kolei bayesowskie kryterium informacyjne wyraza sie wzorem:

BIC = G% — df - In(n), (32)
gdzie n to liczebnos¢ w tablicy kontyngencji. Preferowane sg przy tym modele, dla ktorych miary AIC i BIC
przyjmuja mniejsze wartosci.

W przypadku modeli log-liniowych do ich oceny wykorzystuje sie rowniez tzw. wspotczynnik
determinacji R? (pseudo R?). Wyraza sie on wzorem:

G2(My) - G2(My)
RS

Wyzsze wartoSci tego wspotczynnika sa bardziej pozadane. Nie mozna go jednak wykorzysta¢ do

2

(33)

porownywania modeli o roznej liczbie stopni swobody z tego powodu, ze model o wigekszej ztozonosci
bedzie miat wspotczynnik pseudo R? wigkszy w porownaniu z modelem prostszym.
Alternatywnie do oceny modelu mozna wykorzystac tzw. skorygowany wspotczynnik determinacji (ang.

adjusted pseudo R?), ktory wyraza sie wzorem:



q—"
q—n

Rf,dj =1- (1-R?), (34)

gdzie q to liczba komérek w tablicy kontyngencji (dla dwuwymiarowej tablicy 2 x 2 mamy g =4)ar, ir to

liczba parametrow odpowiednio w przypadku modelu M, i M;. Im wigksza jest wartoS¢ R},;, tym model M;

jest lepiej dopasowany do danych. Wspotczynnik ten nie jest unormowany w przedziale [0,1] i moze

przyjmowac wartosci ujemne.



TABELA 5. ROWNANIE | SYMBOLICZNY ZAPIS MODELI LOG-LINIOWYCH DLA TRZECH ZMIENNYCH X, Y, Z

Nazwa modelu

Rownanie modelu

Notacja nawiasowa

Model petny

In(myp) = p+ A5+ A+ 22 + A + B2+ A2+ 257

[XyZ]

Homogeniczna zaleznos¢ In(mg) =p+ A + 0 + 2 + 2 + 482 + AF [XYI[XZ]lyz]
In(my) =p+ A5+ A + A+ 28 + A% [XYI[YZ]
Warunkowa niezaleznos¢ In(imyye) = B+ 20+ A+ Al + A + 200 vl
In(m) = p+ A5+ A + 27 + 487 + A [xzllvz]
In(my) =p+ A5 + 4 + A2+ 25 [Xv][z]
taczna niezaleznosc In(my) = p+ A + 2 + A2 + A7 IXZ1Y]
In(my) = p+ A5 + A + A%+ 27 [vzZ][x]
Catkowita niezaleznos¢ n(my) =p+ A + A + A2 [XIvl(z]
In(m) = p+ A5+ 4 + A% [xy]
. o In(my) = p+ A5 + A% + A5 [xz]
NiezaleznoS¢ czeSciowa In(mie) =+ AL+ 2 4 2 VZ]
In(m) =p+ A+ A7 X1yl
. o . | In(myp) =+ ¥ + 22 [x1(z]
NiezaleznoSc catkowita z 2 wptywami ln(mi,-k) —ut A+ A YIZ]
NiezaleznoSc catkowita z 1 wptywem | In(m;;) = p + Af X
In(m) =p+ 4 [yl
In(my) =p+ 4% [Z]
Model zerowy In(m) = u [0]




3. Modele log-liniowe w estymacji populacji trudnych do zbadania

Metoda wielokrotnych potowdw (ang. capture-recapture) jest czesto wykorzystywana technika
estymacji populacji trudnych do zbadania, w ktorej wykorzystuje sig informacje z dwoch lub wigkszej liczby
zrodet danych, taczy sie jednostki a nastepnie oszacowuje sie liczbe jednostek, ktore nie wystepuja w
zadnym zrodle. Przyktadowo w przypadku dwoch zrodet danych 4 i B moze mieC miejsce sytuacja, w ktorej
po potaczeniu jednostek (deterministyczne lub probabilistyczne taczenie) wystepuja jednostki tylko w
zrodle 4 a nie wystepuja w zrodle B, wystepuja w zrodle B i nie wystepuja w zrodle A oraz wystepuja

jednoczesSnie w zrodle A i B. Zilustrowane to zostato w Tabeli 6.

TABELA 6. PRZYPADEK DWOCH ZRODEL - TABLICA KONTYNGENC)I 2x2

Zrodto B )
Tak (1) Nie (0)
Zrodto A Tak (1) Nyq Nyo N4
Nie (0) Noq Moo Ny
2 U N, n

W powyzszej tabeli Tak (1) oznacza, ze dana jednostka wystepuje w odpowiednim zrddle a Nie (0), ze
jednostka w tym Zzrodle nie wystepuje. Przyktadowo ny, oznacza liczbe jednostek, ktore nie wystepuja w
zrodle A a wystepuja w zrodle B. Kluczowa kwestig jest zatem oszacowanie liczebnosci ny, tj. liczby
jednostek, ktore nie wystepuja zarowno w zrodle A jak i B. Ostatecznie oszacowana liczebnosé populacji
uzyskuje sie poprzez dodanie wszystkich wartosci z Tabeli 6 po wczeSniejszym wyestymowaniu liczebnosci
Noo-

Oszacowanie liczebnoSci n,, moze by¢ uzyskane poprzez dopasowanie modelu log-liniowego do
niekompletnej tablicy kontyngencji. Przyktadowo w odniesieniu do Tabeli 6 wymiarow 2 x 2 odnoszacych
sie do zrodet danych A i B peten model log-liniowy [AB] moze by¢ przedstawiony w postaci (por. wzor 7):

In(my;) =pu+ 2 + A+ 28, i,j = {'Tak"Nie'}, (35)
gdzie m;; oznacza oczekiwang liczebnoS¢ w komorce i, j. Poniewaz jednak komorka mg, = myje nie Ni€ jest
obserwowana, model [AB] ma jeden parametr za duzo i nie moze byc zatem estymowany. W takiej sytuacji
mozna rozwazy¢ model niezaleznosci [A][B] postaci:

In(m;) =pu+ 24+ 27, (36)
ktory ma tylko trzy parametry do oszacowania w zwigzku z brakiem efektu interakcji A5°. W takiej sytuacji
w zwigzku z tym, ze mamy trzy obserwowane komorki w Tabeli 6 oraz trzy parametry do oszacowania mamy
w zasadzie do czynienia z modelem nasyconym. Po dopasowaniu tego modelu do danych mozemy uzyc
oszacowanych parametrow do wyznaczenia liczebnosci brakujacej komérki {‘Nie’, ‘Nie’} a nastepnie
wyznaczyc liczebnoS¢ populacji poddanej analizie. Oszacowanie liczebnosci komorki my, znajdujemy przy

tym ze wzoru:
Moo = exp(). (37)

Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ w odniesieniu do tablic tréjdzielczych typu 2 x 2 x 2 (por.

Tabela 7) tj. w sytuacji gdy dysponujemy trzema zrodtami danych 4,B i C.



TABELA 7. PRZYPADEK TRZECH ZRODEL - TABLICA KONTYNGENCJI 2x2x2

Zrodto C >
Tak (1) Nie (0)
Zrodto B Zrodto B
Tak (1) Nie (0) Tak (1) Nie (0)
. Té"k (1) Ny11 Ny01 Ni10 N100 Nyyy
Zrodto A Nie (0) No11 Noo1 No1o Moo Nops
z Niq1 Nio1 Ni10 Moo n

Tabela 7 moze przedstawiac sytuacje trzech zrodet, na przyktad trzech rejestrow administracyjnych,
dwoch rejestrow administracyjnych i badania reprezentacyjnego czy spisu. Podobnie jak w przypadku
tabeli 2 x 2 istotne jest okreSlenie przynaleznosci do poszczegolnego zrodta (oznaczone jako Tak/Nie).
Rowniez i w tym przypadku chcemy oszacowac to czego nie mozemy odczytac z tabeli tj. ngy,. Na potrzeby
estymacji liczebnoSci nyy, mozna rowniez wykorzysta¢ koncepcje modeli log-liniowych. W tym celu
budujemy model log-liniowy postaci (bez efektu gtéwnego A7) :

In(mp) = p+ 28+ 27 + 25 + 287 + 24 + A%, (38)
ktory musimy ograniczyc przez:
M= 25 =26 = 435 = MF = A30 = 206 = M = 206 = 28 = M = M6 =
aby moc oszacowac parametry. Dodatkowym zatozeniem jest to, ze nie wystepuje interakcja miedzy A, B i
C, tj. A%5¢ = 0. Model ten oznacza sie przez [AB][BC][ AC] - por. Tabela 5. Oszacowanie brakujacej liczby
jednostek populacji otrzymujemy ze wzoru:
Moo = exp(i). (39

Jak to zostato wspomniane w raporcie posrednim pracy badawczej w przypadku estymacji wielkosci
populacji mozliwe jest wykorzystanie zmiennych pomocniczych, ktorymi moga byc¢ przyktadowo ptec,
grupy wieku czy wojewodztwa. Celem jest z jednej strony obejscie jednego z zatozeh metody capture-
recapture (o statej stopie pokrycia przez zrodto w populacji - enumerate rate) i uwzglednienie faktu
heterogenicznosci przynaleznosci poszczegolnych jednostek do Zzrodet. Wykorzystanie zmiennych
pomocniczych w kontekScie modeli log-liniowych rozwaza m.in. Gerritse (2016), Coumans i inn. (2017), Peter
i inn. (2012) czy Zwane i van der Heijden (2016). Wyr6zniamy przy tym dwa podejScia, ktore determinowane
sg dostepnosScia zmiennych we wszystkich, niektorych lub tylko w jednym Zzrodle. Pierwsze podejscie
okresla sie w literaturze jako fully observed covariates, a drugie partially observed covariates. W obydwu
przypadkach mozna wykorzystac modele log-liniowe do oszacowania poszczegolnych elementow
populacji. Tego typu podejScie zostato rowniez zastosowane w niniejszej pracy badawczej. Przyktadowo w
przypadku dwuwymiarowej tabeli kontyngencji 2 x 2 oprocz przynaleznosci do dwoch zrodet A i B mozna
rozpatrywac dodatkowa ceche X (na przyktad ptec) przez co nalezy rozszerzyé tabele do trojdzielczej Tabeli
8 oraz dopasowac model log-liniowy [AX][BX] postaci:

In(m) = w+ A+ 27 + 25 + 255 + 25, (40)

gdzie 25 oraz A7 oznaczaja efekty interakcji pomiedzy zmienng pomocniczg X i zrodtami danych A oraz



B odpowiednio.

TABELA 8. PRZYPADEK DWOCH ZRODEL A | B ORAZ JEDNE) ZMIENNE) POMOCNICZE) X

Zmienna X z
X1 X
Zrodto B Zrodto B
Tak (1) Nie (0) Tak (1) Nie (0)
. Tak (1) Ni11 N101 N110 LET Ni4t
Zrodto A Nie (0) No11 Noo1 No1o oo Toss
)y Ni11 Nyo1 Ny10 Nyo0 n

W przypadku dwoch zrodet A i B oraz jednej zmiennej pomocniczej X, przyjmujacej przyktadowo dwa
warianty X; oraz X,, (np. mezczyzna i kobieta), mamy do czynienia z trojdzielcza tablica kontyngencji 2 x
2 x 2, w ktorej jednak brakujace liczebnosci, ktore nalezy oszacowac to ngg; 0raz ngg. Mamy zatem 6
komorek, dla ktorych znane sa obserwowane liczebnosci w Tabeli 8 w zwiazku z czym model (40) zawiera
sze$C parametrow, ktore nalezy oszacowac (nasycony model log-liniowy). Po dopasowaniu modelu do
danych brakujace liczebnosci komorek znajdujemy ze wzoréw: Mg, = exp(u) oraz Mg = exp(u + A5,).
Powyzsze rozumowanie w naturalny sposdb mozna rozszerzy¢ na wieksza liczbe zmiennych pomocniczych
oraz liczbe analizowanych zrodet. Zwieksza sie przez to w oczywisty sposdb ztozonosS¢ analizowanych
modeli log-liniowych, jednak wykorzystanie odpowiednich pakietow jezyka R znacznie skraca proces

estymacji wszystkich mozliwych do zbudowania modeli.
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