.+.. UWJIADOMOSCI

KWIECIEN 2016

e TATY STY (N E

CZASOPISMO GLOWNEGO URZEDU STATYSTYCZNEGO
| POLSKIEGO TOWARZYSTWA STATYSTYCZNEGO

STUDIA METODOLOGICZNE

Piotr SULEWSKI, Antoni DRAPELLA

Wptyw nierbwnomiernosci wypetnienia
tablicy dwudzielczej na wartos¢ krytyczng
statystyki testowe]

Streszczenie. Artykul dotyczy tablic dwudzielczych 2x2. Gdy hipoteza Hy
o0 niezaleznosci cech jest stuszna, bardzo czesto — za sprawg malych probek —
rozktad statystyki testowej odbiega od rozktadu chi-kwadrat. Kwantyl rozktadu
chi-kwadrat nie jest zatem wiasciwg wartosciq krytyczng. Problemem nie jest,
przy obecnej wydajnosci komputerow, wyznaczenie metodq modelowania staty-
stycznego Monte Carlo wiasciwej wartosci krytycznej, lecz modelowanie Ho.
Modelowanie Hy to generowanie takich tablic, w ktorych wartosci cechy przypi-
sane wierszom sq niezalezne od wartosci cechy przypisanej kolumnom. Odpo-
wiednie do takiego modelowania sq tablice — rownomierna o jednakowym
prawdopodobienstwie przynaleznosci do komorek oraz nierownomierna majgca
Jednakowe prawdopodobienstwo we wszystkich wierszach danej kolumny lub we
wszystkich kolumnach danego wiersza. Analiza wynikow modelowania staty-
stycznego ujawnita, ze nawet gdy Hy jest stuszna, rozkiad statystyki testowej
w istotny sposob zalezy od nierownomiernosci tablicy. W artykule pokazano, ze
chege maksymalizowaé moc testu nalezy wartos¢ krytyczng ustalac¢ z uwzgled-
nieniem miary nierownomiernosci tablicy. Finalnym efektem opracowania jest
zaproponowane czytelnikowi gotowe narzedzie do samodzielnej weryfikacji Ho.

Stowa kluczowe: tablica dwudzielcza, test niezaleznosci, wartosci krytyczne,
metoda Monte Carlo.




Test niezaleznos$ci i test jednorodnosci sa zapewne najczesciej, obok testu
Kotmogorowa i testu Behrensa-Fishera, stosowanymi ,,narzedziami” statystycz-
nymi. Dane do testow niezalezno$ci i jednorodnosci aranzowane sg w postaci
tablic dwudzielczych, a szczegdlnie tablic 2x2. Statystyka testowa ma asympto-
tyczny rozktad chi-kwadrat. Warto jednak wiedzie¢, ze we frazie tej kryje si¢
nieprzyjemna prawda. W praktyce bowiem bardzo czgsto rozklad statystyki
testowej nie podlega rozktadowi chi-kwadrat, co wynika z matych probek, jaki-
mi dysponujemy. Rachunek prawdopodobienstwa nie oferuje metod pozwalajg-
cych na wyznaczenie doktadnych rozktadow na podstawie analizy. Tak napraw-
de znajomos$¢ postaci analitycznej tych rozktadéw nie jest nam potrzebna. Jedy-
ne, co chcemy zna¢ to wartosci kwantyli z tzw. ,,ogona” tych rozktadoéw, najcze-
sciej 90% 1 95%. Do ich uzyskania stuzy metoda modelowania komputerowego
Monte Carlo. Wyznaczanie kwantyla na podstawie 50000 powtorzen testu zgod-
nosci trwa tu nie dtuzej niz kilka minut i mozna tego dokona¢ nawet za pomoca
komputera o przecietnej wydajnosci procesora, jakim jest Intel i3. W przypadku
procesora i7, realizujacego 8 watkéw obliczeniowych jednoczesnie, bedzie to
trwac znacznie krocej.

Interesuje nas tutaj rozklad statystyki testowej, gdy hipoteza Hy (,,zerowa”)
o niezaleznos$ci lub jednorodnosci cech jest stuszna. Przy obecnej wydajnosci
komputerow problemu nie stanowi wyznaczenie kwantyla, lecz modelowanie
Hy. Modelowanie H, to generowanie takich tablic, w ktorych wartosci cechy
przypisanej wierszom sg niezalezne od wartosci cech przypisanych kolumnom.
Odpowiednia do takiego modelowania jest tablica rOwnomierna, o jednakowym
prawdopodobienstwie przynaleznosci do komorek. Jednak w modelowaniu nie
mozna ograniczy¢ si¢ tylko do niej. Zjawisko niezalezno$ci moze wystgpic
w kazdej tablicy nierownomiernej, gdy prawdopodobienstwo wedlug kolumn
jest jednakowe we wszystkich wierszach lub prawdopodobienstwo wedtug wier-
szy jest jednakowe we wszystkich kolumnach. Zasada ta dotyczy wszystkich
tablic dwudzielczych, w tym takze tablic 2x2.

Analiza wynikow modelowania ujawnita, Zze rozklad statystyki testowej
W istotny sposob zalezy od nierdwnomiernosci tablicy dwudzielczej 2x2. Zbiez-
nos¢ rozkladu statystyki testowej do rozktadu chi-kwadrat okazuje si¢ tym wol-
niejsza, im bardziej nierownomierna jest tablica. Gtowne przestanie tego artyku-
hu moéwi, ze chcac maksymalizowa¢ moc testu nalezy ustali¢ wartos¢ krytyczng
z uwzglednieniem nierownomiernosci tablicy.

Tablica dwudzielcza 2x2 posiada ograniczenia w zakresie stosowania staty-
styki y* Pearsona, ktora ma asymptotyczny rozktad chi-kwadrat z jednym stop-
niem swobody. W celu zniesienia tych ograniczen w pracy Sulewskiego (2015a)
zaproponowano wyznaczanie wartosci krytycznych na podstawie symulacji
komputerowych metoda Monte Carlo. Takze Lilliefors w tescie Kolmogorowa
dla rozktadu normalnego wyznaczyt wartosci krytyczne za pomoca symulacji,
gdy parametry rozktadu byly oszacowane z proby.
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Artykut ten jest kontynuacja poprzednich rozwazan (Sulewski, 2015a). Dalsze
badania autorow prezentowane w artykule pokazujg, ze warto$¢ krytyczna
w tescie niezaleznosci dla tablicy dwudzielczej 2x2 (gdy miedzy cechami nie ma
zwigzku) zalezy nie tylko od liczebnosci proby i poziomu istotnosci, ale takze od
stopnia nierownomiernosci danych.

Pierwsza czg$¢ naszego opracowania jest teoretyczna, a druga — praktyczna,
gdzie zdefiniowano najwazniejsze miary sily zwiazku w tablicy dwudzielczej
2x2 oraz podano wyrazenie na wyznaczanie wartosci stopnia nierownomierno-
ci, dla ktérego na poziomie istotnosci a=0,05 i1 dla liczebnoSci proby
ne {15; 20;25;30; 50; 100} wyznaczono wartosci krytyczne metoda symulacyj-
ng Monte Carlo.

W czeéci praktycznej podano dwa przyktady testow niezaleznosci w tablicy
dwudzielczej 2x2 wraz z ich implementacja komputerowa napisang w edytorze
VBA (Visual Basic for Applications) arkusza kalkulacyjnego Excel. W celu
utatwienia czytelnikowi samodzielnego prowadzenia badan statystycznych, ko-
pi¢ tej implementacji umieszczono w Internecie'. Liczne komentarze dotyczace
kodow zrédlowych beda pomocne dla osob, ktére zechcg poznaé¢ mechanizm
tworzenia tej implementacji.

Podstawowym celem artykutu jest przedstawienie teorii dotyczacej testow
niezaleznosci dla tablicy dwudzielczej 2x2 oraz wprowadzenie miary nierow-
nomierno$ci, a kolejnym — zaproponowanie czytelnikowi gotowego narzedzia
w postaci pliku do samodzielnego prowadzenia badan statystycznych umiesz-
czonego w Internecie.

MIARY SILY ZWIAZKU MIEDZY CECHAMI
W TABLICY DWUDZIELCZEJ 2%2

Przypomnijmy, ze najprostsza postacig tablicy dwudzielczej jest tablica 2x2
z liczebnos$cia poszczegolnych komorek a, b, ¢, d (tabl. 1). Wiadomo, ze liczeb-
no$¢ proby to n=a+b+c+d.

TABL. 1. TABLICA DWUDZIELCZA 2x2 LICZEBNOSCI

Cecha Y
Cecha X Razem
)4 T
X s a=ni b=n12 a+b=n1.
D s c=ny| d=ny c+d=nj
Razem ... a+c=ne b+d=ne n
716 dto: opracowanie wiasne.
! http://www.utogim.eu/cvchi.xls.
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Tablice dwudzielczg 2x2 mozna takze przedstawi¢ wykorzystujac prawdopo-
dobienstwo Dij (l, ] = 1, 2), przy zalozeniu ze pPutpit+pantpn =1 (tabl 2)
W odniesieniu do tabl. 1 wartosci te wyznaczane sg ze Wzorow:

pu=aln pr =b/n pa=cln pPn =d/n (1)

TABL. 2. TABLICA DWUDZIELCZA 2x2 PRAWDOPODOBIENSTWA

Cecha Y
Cecha X Razem
Y Y>
P11 pi2 Pl1+ P12 = Pie
D21 P22 P21t P22 =Poe
P11+ P21 = Ppel P12+ p2=pe 1

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Przypomnijmy, ze statystyka y* Pearsona dla tablicy dwudzielczej 2x2 ma
postaé (Pearson, 1900):

, n(ad —be) B
X = a+b)c+d)ato)b+d)

n(Pllpzz —17121721)2
(pu +p12)(P21 +p22)(P11 +P21)(P12 +pn)

2

W badaniu populacji generalnej istotne sg zaréwno zalezno$¢ miedzy ce-
chami, jak i sila tej zaleznosci. Wartosci statystyki y* zaleza nie tylko od sily
zwigzku miedzy zmiennymi, lecz takze od liczebnosci proby. Fakt ten sprawia,
ze statystyka ta jest malo przydatna do mierzenia sity zwigzku mig¢dzy cecha-
mi.

Miary sily zwigzku, zwane takze wspotczynnikami zaleznosci (korelacji),
powinny przyjmowa¢ wartosci z przedziatu (0;1), gdzie warto$¢ 0 oznacza, ze

nie ma zwiazku, natomiast warto$¢ 1 pokazuje zwiazek doskonaty. Jezeli moz-
liwe jest okreslenie nie tylko sity zwigzku, ale takze jej kierunku, wtedy wartosci
wspotczynnikow wahajg si¢ od —1 do +1. W przypadku warto$ci —1 otrzymuje
si¢ doskonalg korelacje ujemna, za$ dla warto$ci +1 — doskonatg korelacje do-
datnig.

Wzory na wyznaczanie miar sity zwigzku w tablicy dwudzielczej wxk sg do-
brze znane. Interesujacg forme majg ich szczegdlne postaci dla tablicy dwudziel-
czej 2x2 oraz miary sily zwigzku stosowane wylacznie w tablicy dwudzielczej
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2x2. Najprostszym sposobem wyznaczania sily zwigzku miedzy cechami jest
wspolczynnik frakcji okreslony wzorem:

=@ __ b __Pun __ Pn
a+c b+d pi+pyn po+pn 3)
—1<rf <1

Wspotczynniki v Cramera, ¢ Czuprowa oraz ¢ Yule’a dla tablicy dwudziel-
czej 2x2 maja takg sama postac, a mianowicie:
lad — bc|
vt =
J@+b)(a+c)(b+d)(c+d) (4)
0<vtp <l

lub rbwnowaznie:

|P11p22 —p12p21|

viQp =
\/(Pll +pi)(pu+ p21) (P2 + P22 ) (P21 + p22)

(4a)

Miary sily zwigzku stanowig takze wspotczynnik g Kendalla oraz skorygowa-
ny wspotczynnik ¢ Pearsona. Wielkosci te dane sg wzorami:

_ad—bc _ Pupn ~ pnpai

q ad +bc  pypn+pnrpa ®)]
-1<¢<1
2
= | 2X
an ©)
0<c<l1

Na szczegolng uwage zasluguje asymetryczna miara sity zwigzku miedzy
cechami, a mianowicie wspotczynnik 7 Goodmana-Kruskala, majgcy takze
swoje rozszerzenia dla tablic trojdzielczych (Gray, Williams, 1975) oraz dla
tablic czterodzielczych (D’Ambra, Crisci, 2013). Jest to miara dla tablicy dwu-
dzielczej wxk powszechnie znana w dwoch wariantach (Goodman, Kruskal,
1954):
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e jesli cecha wierszowa jest zalezna:

w w w k w
nY Y niing =Y nd D> pilp,-> pi
=l ' i=1

= i=1 =l =l
T = w -

n?=>"n2 1-> p )
P '

7. €(0;1)

k

e jesli cecha kolumnowa jest zalezna:

nZ_in.Zj 1_Zp-2/ ®)

€(0;1)

Dla tablicy dwudzielczej 2x2 wspotczynnik 7 Goodmana-Kruskala ma duzo
prostsza postac:

o (ad - bc)’
FE T T ) (ato)b+d)(c+d) 9)
0<7r<1
(p11p2 _p12p21) (9a)

(pu +p1) (P + par) (P2 + P22 ) (P21 + p22)

Implementacj¢ komputerowg tych wspoétczynnikéw w Srodowisku VBA,
w sktad ktorej wchodzi wyznaczanie wartoSci tych wspotczynnikéw oraz bada-
nie ich istotno$ci, opisano w monografii Sulewskiego (2014).

MIARA NIEROWNOMIERNOSCI W TABLICY DWUDZIELCZEJ 2x2

Jezeli hipoteza zerowa H, o niezaleznosci cech X1 Y jest stuszna, to wartosci
krytyczne dla tablicy dwudzielczej 2x2 wyznaczane sg metoda Monte Carlo.
W procesie tym tablice dwudzielcze 2x2 generowano metoda stupkowa, korzy-
stajac z prawdopodobienstwa p; =0,25 (i, j =1,2). Dla tego prawdopodobien-
stwa wymienione miary sity zwigzku migdzy cechami przyjmujg wartos¢ zero.
Doktadny opis metody stupkowej mozna znalez¢ w artykutach Sulewskiego
(2015a, b).
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Dalsze badania symulacyjne wykazaty, ze wartosci krytyczne zaleza od war-
tosci prawdopodobienstwa p; (i, j =1,2), dla ktorego miary sity zwiazku mig-
dzy cechami wynoszg zero (H, o niezaleznosci cech jest stuszna). W zwiagzku
z tym autorzy tego tekstu proponujg miar¢ nierdwnomiernosci w postaci:

mn =
i

2 2 0 25 2 2 )
lj
> 025 =42 (p-0.29) (10)

1 j=1 i=1 j=1
ktora przyjmuje wartosci z przedziatu (0, 1). Zestawienie (1) przedstawia sytua-
cj¢, w ktorej mn € {0, 1}. Dla prawdopodobienstw p; (i, j=1,2) mn =1, jednak

w tym przypadku nie mozna policzy¢é wartosci statystyki y* Pearsona.
W wyrazeniu (10) widoczne jest pewne podobienstwo do statystyki y* Pearsona
dla tablic dwudzielczych wx k.

ZESTAWIENIE (1) WARTOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA p i ORAZ WARTOSCI MIARY mn

mn=0 mn=1 mn=1
pi=1/4 pi2 =1/4 pn=1/2 p12 =0 pi=1/2 pi2 =1/2
p2=1/4 pn =1/4 p21=1/2 p22=0 p21=0 p22=0

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

WYZNACZANIE WARTOSCI KRYTYCZNYCH
DLA TABLICY DWUDZIELCZEJ 2 x2

W opracowaniu Sulewskiego (2015a) przedstawiono warunki, jakie musza
by¢ spetlnione, aby mozna bylo w testach niezaleznosci dla tablicy dwudzielczej
2x2 stosowac statystyke (2) oraz jej odmiany. W dobie coraz szybszych kompu-
ter6w mozna za pomoca stosownego oprogramowania znie$¢ te ograniczenia
1 droga symulacyjng — stosujac metode Monte Carlo i uwzgledniajac niero6w-
nomierno$¢ danych — wyznaczy¢ wartosci krytyczne. Algorytm wyznaczania
warto$ci krytycznych dla tablicy dwudzielczej 2x2 jest nastepujacy:

1) wyznaczenie liczebnosci proby n oraz miary nierdwnomiernosci mn danej
wzorem (10) na podstawie danych zrodtowych;

2) ustalenie hipotezy zerowej Ho, ze nie ma zwigzku miedzy cechami;

3) ustalenie poziomu istotnosci @;

4) dla danej warto$ci mn € {0; 0,01; ...; 0,99}, gdy Ho jest stuszna, ustalenie
warto$ci prawdopodobienstwa p; (i, j =2), dla ktérego miary sity zwiazku

sg rowne zeru;
5) generowanie tablicy dwudzielczej 2x2 metoda stupkowa na podstawie war-

tosci py (i,j=2);
6) wyznaczenie warto$ci statystyki y? Pearsona danej wzorem (2);
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7) R=5 - 10*-krotne powtorzenie pkt. 5 i pkt. 6;
8) uporzadkowanie w kolejno$ci rosngcej wartosci statystyki y7? (i =1, ..., R);
9) obliczenie wartosci dystrybuanty empirycznej F; =i/(R +1);

10) ustalenie warto$ci krytycznej cvl, jako i-tej statystyki pozycyjnej, w przy-
padku ktorej warto$¢ dystrybuanty empirycznej wynosi F;" =1—a lub jest
bardzo bliska tej wartosci;

11) u =50-krotne powtorzenie pkt. 5—10;

50
12) wyznaczenie wartosci krytycznej cv, = 2cv1a /50.
i=1
Wartosci prawdopodobienstwa p; (i, j=1,2) dla danej warto$ci miary nie-
rownomierno$ci mn wyznaczono korzystajac z narzedzia do analizy symulacji,
jakim jest solver?, przy zalozeniach:

2 2
zzpijzl pi,-ZO(i,jzl,Z) P = pan P2 =Pn (11)

i=1 j=1

Dla miary nierbwnomierno$ci mn =0,1-i (i =0,1,...,9), gdy hipoteza zerowa
Hy o niezaleznosci cech X i Y jest sluszna oraz miary sity zwiazku sa rowne zeru
(zestawienie 2), wyznaczono wartosci krytyczne dla liczebno$ci proby
n €{15;20; 25;30; 50,100} na poziomie istotnosci « =0,05. Uzyskane wyniki
przedstawiono na wykresie, z ktorego wynika, ze dla danej wielkosci proby war-
to$¢ krytyczna zmienia si¢ wraz ze wzrostem stopnia nierownomiernosci danych
i przyjmuje najmniejsze wartosci, gdy ta nierownomiernos¢ jest najwigksza. Od-
chylenia od warto$ci wyznaczanej ,,rutynowo” z rozkladu chi-kwadrat sg znaczne.

ZESTAWIENIE (2) WART,OS'CI MIARY NIEROWNOMIERNOSCI mn
ORAZ WARTOSCI PRAWDOPODOBIENSTW p;;

P11 = p21 Pi2=p2
lub lub mn

P11 = pi12 P217 P22
0,250 0,250 0
0,171 0,329 0,1
0,138 0,362 0,2
0,113 0,387 0,3
0,092 0,408 0,4
0,073 0,427 0,5
0,056 0,444 0,6
0,041 0,459 0,7
0,026 0,474 0,8
0,013 0,487 0,9

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

2 Oprogramowanie ze stosownymi wskazéwkami znajduje si¢ w pliku internetowym w arkuszu
,solver”.
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1

warto$¢ krytyczna cvg os

4,00 4

36640 36829

3,20

2,40
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WARTOSCI KRYTYCZNE WEDLUG LICZEBNOSCI PROBY

n=15
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0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6
miara nierOwnomiernosci mn

n=20

4,00 39281 3,9279 3,8730

3,60

3,20 4
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2,40
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oo chi-kwadrat

T
0,1 0,2 0.3 04 0.5 0.6
miara nierbwnomierno$ci mn
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warto$¢ krytyczna cv o5

WARTOSCI KRYTYCZNE WEDLUG LICZEBNOSCI PROBY (cd.)

n=25
4,00 - 39232  3,9109
3,8483
3,8622
3,60
3,20
2,80
2,40
2,2942
------ chi-kwadrat
2,00 -+ :
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
miara nierownomiernosci mn
n=30
4,00 3,9111
, 3,8822
3,8358 3.8860 . 3,8237
3,8415

3,60
v
2
£ 320 4
Q
<
<
N
Q
g
~ 2,80
N3
N7
S
=
s
z

2,40

24137
«seeee chi-kwadrat
2,00 + T T
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 05
miara nierOwnomiernosci mn
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warto$¢ krytyczna cv s

WARTOSCI KRYTYCZNE WEDLUG LICZEBNOSCI PROBY (dok.)

n=50
4,00 -
' 39071 38963 38744
— —- i 38616 38704
B £ L B
3,60
3,20 +
2,80
26252
2,40
«+eeoe chi-kwadrat
2,00 + T T
0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 06 0,7 0.8 09
miara nierOwnomiernosci mn
n=100
4.00 7 3,8832 3,8657
55 3,8712 3,8518 ’ 3,8658 3,8241 2 8125
3,8415
3,60
“
S
S 3,20
S
<
S
13 3,0709
2
2 280
~Q
N7
3
=
<
z
2,40
+erees chi-kwadrat
2,00 T
0 0,1 0,2 0,3 04 0.5 0.6 0,7 0.8 0.9

miara nierOwnomiernos$ci mn

716 d1o: opracowano na podstawic wynikéw przeprowadzonego badania.
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Przyklad 1

W grupie 20 studentdw matematyki przeprowadzono badanie ankietowe doty-
czace wptywu stosowania diety na wage ciata. Na podstawie danych przedsta-
wionych w tablicy dwudzielczej 2x2 (tabl. 3) zbadano na poziomie istotnosci
a =0,05 istnienie zwigzku miedzy cechami ,,waga ciata” i ,,dieta” korzystajac

ze statystyki y? Pearsona i wyznaczajgc warto$¢ krytyczng testu na podstawie

stopnia nierownomierno$ci. Wyznaczono site zwigzku wykorzystujac opisane
miary.

TABL. 3. TABLICA DWUDZIELCZA 2x2 LICZEBNOSCI Z ROZKEADEM EACZNYM CECH
»WAGA CIALA” 1,,DIETA”

Dieta
Waga ciata - Razem
stosowana niestosowana
Razem .oooooviiiiiiiieeeeeeeees 8 (0,40) 12 (0,60) 20 (1,00)
Bez zmian ... 1 (0,05) 8 (0,40) 9 (0,45)
Utrata Wagl ....c.ceeeeeveveereueereenineeiereeeenseenenene 7(0,35) 4(0,20) 11 (0,55)

U w a g a. W nawiasach podano warto$ci prawdopodobienstw.
Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Rozwigzanie. Implementacje komputerowa przyktadu utworzong w edytorze
VBA arkusza kalkulacyjnego Excel przedstawiono w pliku®, ktéry mozna otwo-
rzy¢ w srodowisku Microsoft Office poczawszy od wersji 97-2003. W progra-
mie tym powinna by¢ wlaczona opcja uruchamiajgca wszystkie makra. Plik in-
ternetowy zawiera takze arkusz w jezyku angielskim.

Autorzy artykutlu podaja tu algorytm wedtug kolejnych krokéw realizowania
implementacji komputerowej. Podkreslono czynnosci, ktore naleza do czytelnika
— dotycza one arkusza ,.tablica”:

1) wypetnienie komoérek A2, B2 nazwami odpowiednio cech X'i ¥;

2) wypehnienie komérek B4:B5 oraz C3:D3 wariantami odpowiednio cech X
1Y,

3) wypehienie komérek C4:D5 wielko$ciami a, b, ¢, d;

4) wyznaczenie sum brzegowych (a+b), (c+d), (a+c), (b+d);

5) wyznaczenie liczebnosci proby n=a+b+c+d,;

6) wyznaczenie prawdopodobienstwa pyy, pi2, pai, P22;

7) zatozenie hipotezy zerowej Ho, ze nie ma zwigzku miedzy cechami;
8) wprowadzenie warto$ci poziomu istotnosci o do komoérki C9;
9) obliczenie warto$ci miary nierownomiernosci mn ze wzoru (10);
10)jezeli @« =0,05 i mn=0,1-i (i=0,1,...,9) oraz n e {15;20;25;30;50;100},

to wartos$¢ krytyczna cv, odczytana jest z wykresu;

3 Plik ten umieszczono w Internecie pod adresem http://www.utogim.eu/cvchi.xls.
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11)jezeli mn#0,1-i (i=0,1,...,9), to warto$¢ krytyczna c¢v, wyznaczana jest
symulacyjnie dla danej warto$ci miary nierbwnomiernosci nm zaokraglonej
do dwoch miejsc po przecinku;

12) wyznaczenie warto$ci statystyki y? ze wzoru (2);

13) jezeli y?* <cvg, to nie ma podstaw do odrzucenia Hy. Przejscie do punktu 16;

14) jezeli y* >cv,, to sa podstawy do odrzucenia Ho;

15) wyznaczenie warto$ci wymienionych miar sity zwigzku;
16) koniec algorytmu.

O dziataniu algorytmu informuje licznik iteracji znajdujacy si¢ na pasku statu-
su.

Wizualizacje przyktadu 1 przedstawia zestawienie (3).

ZESTAWIENIE (3) WYNIKOW DZIALANIA TESTU NIEZALEZNOSCI DLA PRZYKLADU 1

Segment A Segment B
Ho E:Z;z]?/ zz:l}?ﬁrﬁ Miary sity zwigzku Wartosci sity zwigzku
O it 0,05 -0,54
mn ... 0,30 0,53
[ 3,72 -0,87
X e 5,69 C ittt 0,44
Sa podstawy do odrzucenia H, T ottt 0,28

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Przyklad 2

W grupie 38 studentow informatyki przeprowadzono badanie ankietowe doty-
czace szczepienia psoOw, z uwzglednieniem miejsca zamieszkania. Na podstawie
danych przedstawionych w tablicy dwudzielczej 2x2 (tabl. 4) zbadano na po-
ziomie istotnosci « =0,1 istnienie zwigzku migdzy cechami ,,miejsce zamiesz-

kania” i ,,szczepienie psa” korzystajac ze statystyki y? Pearsona i wyznaczajac

warto$¢ krytyczng testu na podstawie stopnia nierownomiernosci. Wyznaczono,
jak poprzednio, site zwigzku wykorzystujac wezesniej opisane miary.

TABL. 4. TABLICA DWUDZIELCZA 2x2 Z ROZKLADEM LACZNYM CECH
»MIEJSCE ZAMIESZKANIA” 1 ,,SZCZEPIENIE PSA”

Szczepienie psa
Miejsce zamieszkania Razem
tak nie
Razem .o 10 (0,26) 28 (0,74) 38 (1,00)
MIASEA ..ot 6(0,16) 22 (0,58) 28 (0,74)
WIES ot 4(0,10) 6(0,16) 10 (0,26)

U w a g a. W nawiasach podano wartosci prawdopodobienstw.
Z 16 dto: jak przy tabl. 1.
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Rozwiazanie. Po wykonaniu algorytmu wedtug krokéw podanych w przykta-
dzie 1, wizualizacje tego przyktadu przedstawiono w zestawieniu (4).

ZESTAWIENIE (4) WYNIKOW DZIALANIA TESTU NIEZALEZNOSCI DLA PRZYKEADU 2

Segment A Segment B
Ho Ileiz 5’;‘3 i‘e”c‘ﬁﬁl‘i Miary sity zwiazku Wartosci sity zwigzku
[ S 0,10 Ff o, -0,19
MA e 0,58 VIQ e 0,19
CVg e 2,75 G e -0,42
§ A 1,31 C oo 0,07
Nie ma podstaw do odrzucenia H, T e 0,03

Z 16 dto: jak przy tabl. 1.

Podsumowanie

W badaniu niezalezno$ci cech w tablicach dwudzielczych najwazniejsza jest
zaproponowana przez Pearsona statystyka y>. W celu zniesienia ograniczeh

w stosowaniu tej statystyki warto$ci krytyczne wyznaczono symulacyjnie.
W opracowaniu zwrdcono uwage na fakt, ze wartosci krytyczne wyznaczone
symulacyjnie metoda Monte Carlo zalezg takze od stopnia nierdownomiernosci
danych. Zbieznos¢ rozktadu statystyki testowej do rozktadu chi-kwadrat jest tym
wolniejsza, im bardziej nierownomierna jest tablica. Gléwne przestanie tego
artykutu mowi, ze chcac maksymalizowa¢ moc testu nalezy wartos¢ krytyczna
ustala¢ z uwzglgdnieniem nierdwnomiernosci tablicy. Dzigki gotowej imple-
mentacji komputerowej czytelnik moze samodzielnie bada¢ niezalezno$¢ cech
w tablicy dwudzielczej 2x2.

dr Piotr Sulewski — Akademia Pomorska w Stupsku, prof. dr hab. Antoni Drapella — Akade-
mia Marynarki Wojennej w Gdyni
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Summary. The article concerns two-way (2%2) contingency tables. When the
Hy— hypothesis of independence of features is correct, very often — because of

the small sample — the distribution of the test statistics differ from the chi-
-square. Quantile of the chi-square is therefore not a correct critical value. With
the current performance of computers, designation of critical value by statistical
modeling of Monte Carlo method is not a problem, but a problem is Hy model-
ing. The Ho modeling is generating such arrays, which feature value assigned
rows are independent of the characteristics of the assigned columns. Suitable for
such modeling are tables — uniform of the same probability of belonging to cells
and uneven having equal probability in all rows of a given column or in all col-
umns of a given row. Analysis of the results of statistical modeling revealed that
even when Hy is right, the distribution of the test statistics significantly depends
on the uneven array. The article shows that in order to maximize the power of
the test should be set critical value, taking into account measures of inequality
array. The final result of the study is offered the reader a ready tool for inde-
pendent verification of the Hy hypothesis.

Keywords: two-way contingency tables, independence test, critical values,
Monte Carlo method.

Pesrome. Cmamwvsi paccmampueaem 08yxpazoenumenvbHvle mabdauyvi 2X2.
Ecnu eunomesza Hy no nezagucumocmu npusHaKos seisiemcs npasuibHoOU, OYeHb
YACmo — ¢ UCNOAL30BAHUEM HEOOTLUUX GbLOOPOK — pacnpedeicHie meCmosblx
CMAMUCMuK He NOOYUHAEMCs pacnpeodenenuio xu-keaopam. Keawmunv pac-
npeoenenus Xu-Keaopam maxum 00pa3oM He AGNAEmCcs COOMBEEmCmayIouuUM
KPUMUYeCKUM 3HAYeHUeM. Yuumoledas npou3e00umenbHOCmy Ce200HAUHUX KOM-
nbLIOMEPO8, NpobReMoll He AGIsIemcst 0DO3HAYUeHUe N0 Memoody CMamucmu-
yeckoeo mooenuposanus Monme-Kapno coomeemcmeyoujeco Kpumuueckozo
3Hauenus, Ho modenupoganue Hy. Mooderuposanue Ho smo paspabomxa maxux
mabnuy, 6 KOMOPbLIX 3HAYEHUs] NPUSHAKA OMHECeHbl K CMPOKaM AGISAIOMCSL
HEe3aBUCUMBIMU OM BEIUYUHbL NPUSHAKA OmHeceHHo20 Kk cmonbyam. Coomeem-
CMBYIOWUMY 0151 MAKO20 MOOeIUPOBAnUs MAOIUYAMU SGTAIOMCA — DPAGHO-
MEPHAS ¢ OOUHAKOBOU BEPOSIMHOCIbIO NPUHAOTIEHCHOCMU K KIEMKAM, d MAaKICce
HEPABHOMEPHASL UMEIoWAss OOUHAKOBYIO 6EPOSMHOCHL 60 6CeX CIMPOKAX
O0aHHO20 CTOIOYA UNU B0 BCEX CTHOIOYAX OAHHOU CIPOKU. AHAIU3 Pe3yTbmamos
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CMamucmu4eckoe0 MoOeIuposanus noxkasai, umo oadxce ecau Ho sensiemcs
NPAasUunbHOU, pacnpeoeienue mecmosoblx CIamucmuK OeticmeumenbHo 3a6UCUMm
om HepasHomepnocmu mabauyvl. B cmamue 66110 NOKA3aHO, YMO 05 BLICOKOU
MOWHOCIU KpUumepusi ciedyen onpeoesims KPUMu4eckoe 3Ha4eHue ¢ y4emom
Mepul  HepasHoMmepHocmu  mabauyvl. Koueunvim agexmom  paspabomru
AGNAEMCS NPEONIONCEHUEe YUMAMEN0 20Mo6020 UHCMPYMEHmMAa Osi CaMOCHo-
samenvrou npogepku Ho.

KioueBble cjioBa: JByXpasaeiuTeNbHas TaOnuIa, KPUTEPUM HE3aBHUCH-
MOCTH, KpHTHYECKOE 3HaueHune, Monrte-Kapiio.
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