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STATYSTYKA W PRAKTYCE

Piotr SULEWSKI

Siatka prawdopodobienstwa uogolnionego
rozktadu gamma

Streszczenie. W badaniach statystycznych duzg popularno$c¢ zyskujg ela-
styczne rozktady prawdopodobienistwa, ktérych parametry sg tatwe do oszaco-
wania. W okresie poprzedzajgcym korzystanie z programéw komputerowych
zbudowanie siatek prawdopodobienistwa byto mozliwe tylko dla rozktadéw
0 odwracalnej dystrybuancie, takich jak np. rozktad wykfadniczy czy Weibulla.
Dystrybuanta uogdlnionego rozktadu gamma (URG) jest nie tylko nieodwracal-
na, lecz takze nie ma formy analitycznej. Obecnie jednak, w dobie zaawanso-
wanych mozliwosci informatycznych, dystrybuante URG mozna odwrécic¢ nume-
rycznie przy pomocy réznych narzedzi, np. Microsoft Excel, Mathcad czy jezyk
R. Celem artykutu jest przedstawienie nowej metody tworzenia siatki prawdopo-
dobienstwa URG wykorzystujgcej funkcje gestosci statystyki pozycyjnej oraz
poréwnanie jej z metodami klasycznymi.

Stowa kluczowe: siatka prawdopodobienstwa, uogdlniony rozktad gamma,
dystrybuanta empiryczna, metoda Monte Carlo.

JEL: C13, C15

W badaniach statystycznych istotng role odgrywajg elastyczne rozkfady
prawdopodobienstwa, ktorych parametry sg tatwe do oszacowania. Przyktadem
takiego elastycznego rozktadu jest z pewnoscig zaproponowany w roku 1962
przez Stacy’ego (1962) uogdlniony rozktad gamma (URG), ktéry znalazt takze
zastosowanie w teorii niezawodnosci jako rozktad czasu zycia obiektéw tech-
nicznych. Trzy lata pézniej Stacy i Mihram (1965) zaproponowali technike esty-
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macji parametrow tego rozktadu za pomocg metody momentéw (MM1). Niestety,
metoda ta, cho¢ prosta obliczeniowo, okazata sie by¢ bardzo nieefektywna
(Sulewski, 2008). Konsekwencjg tej matej efektywnosci jest tzw. bezposrednia
metoda momentéw (MM2), ktéra dla URG (a, b, ¢) polega na znalezieniu mini-
mum funkcji celu (Sulewski, 2008).

M(x;,a,b,c) =§3:[i(x{‘)k—ak-F(c+§-l“1(c)>r (1)
k=1 Li=1

na podstawie wartosci n-elementowej préby xj, x5, ..., x,. Za pomocg MM2
otrzymujemy estymatory zaréwno bardziej efektywne, jak i mniej obcigzone, co
potwierdzajg przebiegi funkcji gestosci estymatoréow (wykr. 1). Aby jednak by¢
w ocenie sprawiedliwym, nalezy stwierdzi¢, ze MM1 i MM2 sg metodami na mia-
re mozliwosci obliczeniowych czaséw, w ktérych sie pojawity. MM1 zostata opra-
cowana w potowie lat szesédziesigtych, gdy dostep do komputerow byt trudny.

Siatka prawdopodobiehstwa danego rozkfadu jest prostokgtnym uktadem
wspotrzednych z tak dobranymi skalami na osiach, aby wykreslona w tym ukta-
dzie dystrybuanta teoretyczna byta linig prostg. Jest ona narzedziem pozwalaja-
cym na sprawng ocene zgodnosci rozpatrywanych danych doswiadczalnych
z rozktadem teoretycznym oraz na oszacowanie jego parametrow.

Poszukiwane sg najczesciej takie rozktady, dla ktérych mozna zbudowac siat-
ke prawdopodobiehAstwa, natomiast w okresie poprzedzajagcym komputery moz-
na bylo jg zbudowaé jedynie dla rozktadéw o odwracalnej dystrybuancie. Do-
brym przyktadem jest rozklad wykfadniczy i rozktad Weibulla. Rozktad normalny
Gaussa jest wyjatkiem w tym wzgledzie. Dystrybuanta URG jest nie tylko nieod-
wracalna, ale takze nie ma formy analitycznej. Jednak obecnie — w dobie zaa-
wansowanych komputerow — dystrybuante URG mozna odwréci¢ numerycznie
za pomocg metody Monte Carlo.

Z pewnoscig nie mozna kwestionowac znaczenia siatek prawdopodobienstwa
w zastosowaniach statystycznych. Siatke prawdopodobiehnstwa skonstruowano
m.in. dla takich rozktadéw, jak: normalny (David, 1970; Sulewski, 2003), Weibul-
la (Drapella, Kosznik i Perzyhska, 1999) oraz Makehama (Kosznik, 1999). Inne
pozycje literatury poswiecone temu zagadnieniu to m.in.: Wilk i Gnanadesikan
(1968), Chambers (1983), Cleveland (1985) oraz Thode (2002).

W artykule przedstawiono gtéwne charakterystyki URG oraz opisano genera-
tor liczb pseudolosowych dla tego rozktadu. Zaprezentowano trzy rézne metody
tworzenia siatki prawdopodobienstwa URG. Jakos¢ estymacji parametréow URG
poréwnano metodami symulacyjnymi. Wywdd teoretyczny zakoriczono przykta-
dem liczbowym i podsumowaniem.

Catg implementacje komputerowg wykonano w arkuszu Microsoft Excel z wy-
korzystaniem narzedzia Solver oraz edytora programistycznego Visual Basic for
Applications (VBA).
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WYKR. 1. ROZKLADY ESTYMATOROW PARAMETROW URG UZYSKANE MM1 | MM2

DLA n=10
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opracowanie wiasne.
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UOGOLNIONY ROZKEAD GAMMA

W zastosowaniach statystycznych rozktad powinien by¢ elastyczny, aby moz-
liwe byto jego dopasowanie do danych. Zmienne rozkladu zwane parametrami
sg argumentami jego dystrybuanty. Parametry te — jesli jest to niezbedne —
umozliwiajg uzyskiwanie réznych przebiegéw dystrybuanty. Idealnym przykta-
dem takiego elastycznego rozktadu jest URG.

W tej czesci pracy przedstawiono giéwne wiasciwosci URG, mianowicie:
funkcje gestosci, dystrybuante oraz momenty. Funkcje gestosci oraz dystrybu-
ante URG opisano takze w pracy Sulewskiego (2014), przy czym wiecej infor-
macji o tym rozktadzie mozna znalez¢ we wczesniejszym opracowaniu (Sulew-
ski, 2008).

URG jest rozkladem o takiej postaci analitycznej typu wyktadniczo-potego-
wegdo, ktdra daje mu pozgdang elastyczno$¢. Jego funkcja gestosci wyrazona
jest wzorem (Stacy, 1962):

bc—-1

f(x;a,b,¢c) = b (x) exp [— (g)]b (x=0) (2)

al'(c) a
gdzie:

b > 0, ¢ > 0 — parametry ksztattu,
a>0 — parametr skali.

URG zawiera w sobie szereg szczegodlnych przypadkéw — znanych z zasto-
sowania w statystyce i teorii — niezawodnosci rozktadow (Sulewski, 2008). Ro-
dzine tych rozktadéw prezentuje zestawienie. Prawdziwg zaletg rozkiadu nie jest
to, ze inne rozktady sg jego szczegdlnymi przypadkami, lecz fakt, ze wypetnia
.przestrzen” miedzy nimi. Innymi stowy URG umozliwia opis parametryczny roz-
ktadéw empirycznych nieopisywalnych rozktadami tradycyjnymi, wyszczegadlnio-
nymi w ponizszym zestawieniu.

ZESTAWIENIE SZCZEGOLNYCH PRZYPADKOW URG

Parametry URG
Rozktady
a b c
WyYKIdNICZY ..o dowolny 1 1
GammMa ....oooiiiii e dowolny 1 dowolny
Erlanga ..o dowolny 1 catkowity
Weibulla ........coooiiiiii dowolny dowolny 1
PA-NOrMalny ........cccceveenirenrenieeeeceenes V2 (o > 0) 1 0,5
Chi-kwadrat ........c.cceveiriiiiieiiecieeiee 2 2 n/2 (n € N)
Chi e V2 2 n/2 (n € N)
RaAYIBIGNA ...evereiiicecieeeec e aV2 (o > 0) 2 1
Maxwella-Boltzmanna ...............ccccocceuee. V2 (o > 0) 2 1,5

U w a g a. n — liczba stopni swobody.
Zr 6 dto: opracowanie wiasne — modyfikacja tablicy z opracowania: Stacy i Mihram (1965, s. 351).
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Wybrane zestawy warto$ci parametréw przedstawiono w tabl. 1, natomiast
wykr. 2a prezentuje przebiegi funkcji gestosci URG dla tych zestawdw.

TABL. 1. PRZYKLADOWE ZESTAWY
WARTOSCI PARAMETROW URG

Parametry
Zestaw
skali a ksztattu b ksztattu ¢
T e 1 1 1
2 e 1 2 3
3 e, 1 3 0,25
Ao 1 0,9 0,9
[ I 1 0,9 3

Zr 6 dto: opracowanie wiasne.

Korzystajgc z definicji dystrybuanty zmiennej losowej ciggtej dla URG mamy:

resas0 =] () ol (O a

0

Wyrazenie (3) mozna zapisa¢ w postaci bardziej dogodnej do obliczen za
pomocg niepetnej funkcji gamma (Kroese, Taimre i dan Botev, 2011):

u

L,(c,u) = fxc‘lexp(—x)dx (4)
0

Niech
t b
u= (_) (5)
a
wowczas w wyniku nieskomplikowanych przeksztatcen otrzymujemy:

t a

— = yl/b — ~1/b-1

S=ur= dt U du (6)

Podstawiajgc wzory (5) i (6) do (3) uzyskano:

(x/a)P
1
F(x;a,b,c) = o f u®~texp(—u)du (7)
0
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Wyrazenie na dystrybuante teoretyczng URG po uwzglednieniu wzoru (4) ma
nastepujgcg postac:

b
F(x;a,b,c) = % o

Dysponujgc procedurami numerycznymi na niepetng funkcje gamma wyzna-
czono wartosci dystrybuanty URG ze wzoru (8). Przyktadowe wykresy dystrybu-
anty dla zestawdw wartosci parametréw URG zaprezentowanych w tabl. 1 pre-
zentuje wykr. 2b.

WYKR. 2. FUNKCJA GESTOSCI,(A) | DYSTRYBUANTA (B)
WYBRANYCH ROZKLADOW Z RODZINY URG

A B
fx) F(x)

Zr6dto:jak przy wykr. 1.

Z wykr. 2a wynika, ze dobierajgc wartosci parametréw URG mozna uzyskaé
przebiegi funkcji gestosci zarbwno asymetrycznej, jak i symetrycznej.

Wyrazenie na momenty zwykte URG, na mocy wyrazenia (2), ma nastepujaca
postac:

) RCANROIT @

i postepujgc podobnie jak przy wyznaczaniu dystrybuanty URG otrzymujemy:

k
ak=ak.r(rc(—;5) (10)



P. Sulewski  Siatka prawdopodobienstwa uogdlnionego... 11

Wyrazenie na sko$nos¢ URG, zwang takze wspétczynnikiem asymetrii, ma
nastepujgcg postac:

as — 3aya; + 2a3

(ay —a})z

= (11)

natomiast kurtoza, zwana takze wspétczynnikiem ostrosci grzbietu, wyrazona
jest wzorem:

@y —4aza; + 6ay07 — 3af 3 19
V2= (a3 _ al)z ( )

W pracy Sulewskiego (2014) URG wykorzystano takze do generowania za-
wartos$ci tablicy dwudzielczej 2 x k.

GENERATORY LICZB PSEUDOLOSOWYCH O URG

Z zamieszczonego wczesniej zestawienia wynika, Zze rozktad gamma jest
szczegblnym przypadkiem rozktadu URG z parametrem b = 1. Zatem funkcja
gestosci rozktadu gamma na podstawie wzoru (2) jest wyrazona nastepujgcym
wzorem:

c-1

glx;a,c) = exp (— 2) (x=0) (13)

1
al'(c) (E)

Niech z = (x/a)? wéwczas x = az'/? oraz dx/dz = (a/b)z*/*~. Przechodzac
od zmiennej losowej X o rozktadzie URG do nowej zmiennej losowej Z, we wzo-
rze (2) otrzymano:

fEa,e) =37 lam) (#/2)" exp [-(2)"] (22 0)

a nastepnie, w wyniku prostych przeksztatcen, uzyskano wzoér w postaci:

[0 = )zc-l exp[—z] (z20) (14)

Z wyrazen (13) i (14) wynika, ze g(z;a = 1,¢) = f(z; ¢). Zatem zmienna losowa
b

-4

ma rozktad gamma z parametrem skali a = 1 i parametrem ksztattu ¢ (Mihram
i Stacy, 1965, s. 350).

Z zaleznosci (15) wynika, ze w celu uzyskania generatora realizacji zmiennej
losowej X o URG wystarczy skonstruowa¢ generator realizacji zmiennej loso-
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wej Z o rozktadzie gamma z parametrem skali a = 1 i parametrem ksztattu c.
Funkcja uzytkownika GenURG generujgca realizacje zmiennej losowej X o URG
powstata na podstawie nastepujgcego algorytmu (Zielinski, 1979, s. 98—102):
1. niech ¢ — [c¢] = 0 (c jest catkowite), wowczas:
1.1. Z = —In(I1{-, U;), gdzie U,, U,, ..., U, sa niezaleznymi zmiennymi losowy-
wymi o rozktadzie U(0,1),
1.2. X = aZ'/?,
2. niech ¢ — [c] # 0 (c nie jest catkowite), wéwczas:
2.1. 7, = —-In([Z, Uy),
22.7Z,=—-In(U), gdzie U jest niezalezng zmienng losowg o rozktadzie
U(0,1),
23.d=c—|c],
2.4.V, = UY4, gdzie V, jest zmienng losowg o rozkladzie potegowym z parame-
trem d,
2.5.V, =UYA-D  gdzie V, jest zmienng losowg o rozktadzie potegowym
z parametrem 1 — d,

2.6. jezeli V; + V, > 1, wtedy nastepuje skok do punktu 2.4,

27.Z; =V, /(Vy + V),

2.8.7 =27+ 7,7,

2.9.X = aZ'/’.

Dla n = 103 realizacji zmiennej losowej URG otrzymanych za pomocg powyz-
szego algorytmu i uporzadkowanych rosngco, obliczono wartosci dystrybuanty
teoretycznej URG (8) oraz wartosci dystrybuanty empirycznej (wykr. 3):

anj_l(izl, 2,..,n) (16)

WYKR. 3. PRZEBIEGI DYSTRYBUANT EMPIRYCZNEJ | TEORETYCZNEJ URG

dystrybuanta dystrybuanta
1,07 1,0 a=1, b=2, c=3
0,8 0,84
0,6 0,6 1
0,41 0.4
0,2 0,2+
0,0 — X% 00 : : ‘ ‘ ‘ X,

00 05 10 15 20 25 30 35 00 05 10 15 20 25 30

empiryCzna J— teoretyczna

Zrédto:jak przy wykr. 1.
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Wykr. 3 pokazuje, ze przebiegi dystrybuant (8) i (16) pokrywajg sie, co po-
twierdza prawidtowe dziatanie generatora.

SIATKA PRAWDOPODOBIENSTWA URG

Ta czesc¢ pracy jest poswiecona trzem metodom tworzenia siatek prawdopo-
dobienstwa URG.

Metoda |

Niech x(;, bedzie i-tg statystykg pozycyjng w n-elementowej probie oraz niech
x? beda pierwiastkami nastepujgcego réwnania:

i

F(x);a*,b*, c*) = o

i=12.,n (17)

gdzie:

F — dystrybuanta teoretyczna URG,
a*, b*, c* — wartosci parametrow tego rozktadu.

Dystrybuante URG mozna wyznaczy¢ ze wzoru (8), a nastepnie numerycznie
rozwigza¢ rownanie nieliniowe wzgledem x?. Wartosci tych pierwiastkow sa
zblizone do oczekiwanych wartosci statystyk pozycyjnych. Siatka prawdopodo-
bienstwa jest prostokgtnym uktadem wspétrzednych kartezjariskich. Empiryczne
wykresy punktow w tym uktadzie majg rzedne réwne x i odciete réwne X(i)-
W przypadku kiedy zbiér punktéw rozcigga sie wzdtuz linii prostej, wowczas
mozna stwierdzi¢, ze dane majg URG. W celu uzyskania takiego efektu nalezy
tak dobra¢ wartosci parametréw a*, b*, c*, aby minimalizowaty funkcje celu:

M, (a*,b*,c*) = Z[x(*i) - xl-o]2 (18)
i=1

gdzie x} jest rozwigzaniem réwnania (17).

Dane do wykr. 4 pochodzg z generatora URG dla wybranych wartosci para-
metréw a, b, c i n = 1000 oraz z zastosowania metody bisekcji do numerycznego
rozwigzania réwnania (17).

Z wykr. 4 wynika, ze siatka URG sktada sie z linii prostej nachylonej do osi
odcietej pod katem 45° oraz ze zbioru punktéw, ktére pod wptywem odpowied-
nich zmian wartosci parametrow a*, b* i c¢* zmierzajg ku tej prostej. Jest to prze-
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ciwienstwo klasycznej metody najmniejszych kwadratow, w ktorej linia prosta
jest przesuwana do zbioru punktéw.

WYKR. 4. SIATKA PRAWDOPODOBIENSTWA URG UZYSKANA METODA |

X? x?

+07 a=1,b=2, ¢=3 307 a=1, b=2, c=1

3,5_ 2,5'

3,01

, | )

2,51 20

2,01 1,57

1,54 1.0-

1,0

0,51 0,57

0,0 T T T T T T T 1XG) 0,0 T T T T T 1 X(5)
00 05 10 15 20 25 30 3,5 4,0 00 05 10 15 20 25 30

Zrodto:jak przy wykr. 1.

Metoda Il

W dobie komputerow, jezeli dysponuje sie procedurg liczacag funkcje odwrotng
do rozktadu gamma, ktory jest szczegdélnym przypadkiem URG dla b = 1, mozna

skorzystac z formuty:
X* b*
. ®
gy = (a;) (19)

Wartosci u;, (i = 1, ...,n) w rownaniu (19) podlegajace rozktadowi gamma na-
lezy nanie$¢ na o8 poziomg siatki prawdopodobienstwa, natomiast wielkoSci
Fz[i/(n+ 1),c*] na o$ pionowg siatki, gdzie F; ! jest funkcjg odwrotng do dys-
trybuanty rozktadu gamma, czyli funkcjg kwantylowg tego rozktadu. Aby zbior
punktow rozciggat sie wzdtuz linii prostej, nalezy tak dobra¢ wartosci a*, b*i c*,
aby minimalizowaty funkcje celu:

n « \b* . 2
X i _ l N
My (@) = ) l(% Rt (e )l (20)
i=1

Dane do wykr. 5 pochodzg z generatora URG dla wybranych wartosci para-
metrow a, b, ¢ i n=1000 oraz z zastosowania funkcji arkuszowej
ROZKEAD GAMMA.ODW (i/(n + 1); ¢*; 1).
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WYKR. 5. SIATKA PRAWDOPODOBIENSTWA URG UZYSKANA METODA I

F F
12- a=1, b=2, ¢=3 8- a=1, b=2, c=3
10+ la
6_
8 51
6 4+ #
4- 31
2_
2 14
0 T T T T T |U(’;') 0 T T T T T T T |Ll(’;')
0 2 4 6 8 10 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Zrodto: jak przy wykr. 1.

Whnioski wynikajgce z wykr. 5 potwierdzajg wnioski sformutowane na podsta-
wie wykr. 4.

Metoda Il

Wydaje sig, ze jest uzasadnione rozpatrywanie rozbieznosci wartosci zaob-
serwowanej statystyki pozycyjnej w probie z teoretyczng najbardziej prawdopo-
dobng wartoscig tej statystyki. Zatem metoda Il korzysta z wartosci modalnej
funkcji ggstosci statystyk pozycyjnych. Niech x;, bedzie i-tg statystykg pozycyj-
ng w n-elementowej prébie. Funkcja gestosci i-tej statystyki pozycyjnej ma na-
stepujaca postaé:

fin(6:®) = fG@®)F (@)1 - F(x@)] ! 21)

n!
(i—-D'(n=0)!
gdzie ® = a*, b*, c* oraz f(x) i F(x) sg dane odpowiednio wzorami (2) i (8).

Siatka prawdopodobienstwa powstaje przez naniesienie wartosci xg;, na os

poziomg kartezjanskiego uktadu wspotrzednych oraz wartosci modalnych funkgciji
gestosci (21) na o8 pionowg. Aby zbidr punktéw rozciggat sie wzdtuz linii proste;j,
nalezy dobra¢ wartosci a*, b* i ¢* minimalizujgce funkcje celu:

n

M (@ b,e) = ) [xiy = a7 ) @

i=1

gdzie D;(a*, b*, c*) sg wartosciami modalnymi funkcji gestosci (21).
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Dane do wykr. 6 pochodzg z generatora URG dla wybranych wartosci para-
metréow a, b, ¢ i n = 1000 oraz z zastosowania metody bisekcji do znalezienia
wartosci modalnych funkcji gestosci (21).

WYKR. 6. SIATKA PRAWDOPODOBIENSTWA URG UZYSKANA METODA I

D; D;
a=1, b=2, c=3 a=1, b=2, c=1
4,57 3,07
4,07 |
3,5 ' 20 -
3,01 P 2,01 e
251 1,51
2,01 ’
1,51 101
107 0,51
0,51 . ’
0,0 : : : : 1X(h 0,0 . : : : : 1 X()

0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 0,0 05 10 15 20 25 30

Zr6dto:jak przy wykr. 1.

Whioski wynikajgce z wykr. 6 sg identyczne jak z wykr. 4.
EFEKTYWNOSC ESTYMACJI

Wybor zestawdw wartosci parametrow przedstawiony w tabl. 2 nie byt przy-
padkowy. Dobrano go w taki sposéb, aby uzyskac¢ wszystkie mozliwe przebiegi
funkcji ryzyka (funkcji intensywnosci uszkodzen), bedacej ilorazem funkcji ge-
stosci f(x) i funkcji niezawodnosci R(x), danej w postaci:

_f . f)

M) =R " T-F®

(23)

Funkcja ryzyka (23) jest istotng charakterystykg teorii niezawodnosci. Wspo-
mniane przebiegi (wykr. 7) to: staly (zestaw 1), rosngcy (zestaw 2), siodtowy
(zestaw 3), malejacy (zestaw 4) oraz grzbietowy (zestaw 5).

Wykr. 7 potwierdza, ze dobierajgc wartosci parametrow URG (tabl. 2), mozna
uzyskac wszystkie mozliwe przebiegi funkcji ryzyka tego rozkfadu.

Korzystajgc z generatora liczb losowych URG poréwnano jakos¢ estymacii
parametréw tego rozktadu za pomoca siatek prawdopodobienstwa utworzonych
metodami |—lIIl na podstawie tej samej n-elementowej proby oraz dla kazdego
zestawu wartosci parametrow (tabl. 2).
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WYKR. 7. PRZEBIEGI FUNKCJI RYZYKA URG
DLA ZESTAWOW WARTOSCI PARAMETROW Z TABL. 1

h(x)
3,0

2,5 : )

0,5 T /’

0,0 = T T 1
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Zr6dto: jak przy wykresie 1.

Poréwnanie to dla kazdej metody tworzenia siatki przeprowadzono za pomo-
cg nastepujgcego algorytmu:
1. niech S, =0, S, =0, S, =0, S, =0;
2. kroki 2.1—2.8 powtorz N razy:

2.1. ustal liczebnos$¢ préby n oraz wartosci parametréow a, b i c,

2.2. wygeneruj n-elementowg probe majgcg URG,

2.3. utworz siatki prawdopodobienstwa,

2.4. wyznacz wartosc¢ funkcji celu M,

2.5. wyznacz wartosci a*,b* i c*, dla ktérych funkcja celu M osigga wartos¢

najmniejsza,
2.6. obliczS, =S, +|a*—al, S, =8, +|b*—b|, S =S, +|c"—cl,
2.7. oblicz odlegtos¢ euklidesowg D miedzy punktami A(a, b,c) i B(a*,b*,c*)

D=|4ABl=(a—a")?+ (b —b")*+ (c—c")?, (24)

3. oblicz S, = S,/N, a—a* =S,/N, b—b*=S,/N, c—c* =S,/N.
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W tabl. 2 przedstawiono wartosci $rednie odlegtosci euklidesowej S, oraz
wartos$ci wyrazen a — a*, b — b*,c — ¢* dla réznych zestawéw wartosci parame-
tréow URG (tabl. 1), gdy N = 10* oraz liczebno$¢ préby n = 100.

TABL. 2. EFEKTYWNOSC ESTYMACJI PARAMETROW URG

Zestawy Metody Sp a-a b—b* c—c*

I 0,146 0,078 0,081 0,069

1 I 0,556 0,433 0,145 0,292
Il 0,041 0,022 0,019 0,023

I 0,349 0,082 0,154 0,280

2 I 0,472 0,102 0,166 0,410
Il 0,059 0,011 0,051 0,010

I 0,386 0,060 0,371 0,030

3 I 0,435 0,167 0,359 0,092
Il 0,119 0,030 0,113 0,004

I 0,115 0,075 0,119 0,117

4 I 0,336 0,172 0,126 0,209
Il 0,070 0,017 0,110 0,050

I 0,219 0,057 0,039 0,197

5 I 0,501 0,236 0,072 0,414
Il 0,099 0,012 0,014 0,074

Zrodto: jak przy tabl. 1.

Z tabl. 2 wynika, ze proponowana metoda Il charakteryzuje sie najlepszg efek-
tywnoscig estymacji ze wzgledu na $rednig odlegtos¢ uzyskanych oszacowan
a*,b*i c¢* od warto$ci teoretycznych a, b i ¢ oznaczong symbolem S,. W metodzie
tej rowniez $rednie wartosci modutéw réznic miedzy oszacowaniami parametrow
a*,b*ic* aich wartosciami teoretycznymi a, b i ¢ sg wyraznie blizsze zeru.

PRZYKtAD LICZBOWY

Na podstawie danych pobranych ze strony GUS' dotyczacych stopy bezrobo-
cia (w %) dla 380 powiatéw (na dzien 31.01.2018 r.), przygotowano siatke praw-
dopodobienstwa za pomocg nowej metody Il (wykr. 8). Funkcja celu M; (22) dla
n = 380 przyjmuje wartos¢ najmniejszg dla wartosci parametrow a* = 4,719;
b* =1,288; c* = 2,408 URG.

' http://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/rynek-pracy/bezrobocie-rejestrowane/liczba-bezrobotnych-
-zarejestrowanych-oraz-stopa-bezrobocia-wedlug-makroregionu-regionu-i-podregionu-stan-w-koncu-
-stycznia-2018-r-,2,66.html.
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WYKR. 8. SIATKA PRAWDOPODOBIENSTWA URG UZYSKANA METODA I

30,0 1 URG(a*=4,719; b*=1,288; c*=2,408)

25,0 1

20,0

15,0 1

10,0 1

5,0 1

0‘ x4
0.0 : : : : : g
0,0 5,0 10,0 15,0 20,0 25,0 30,0

Zroédto: jak przy wykr. 1.

Wykr. 8 przedstawia siatke URG uzyskang metodg Ill ztozong z prostej na-
chylonej do osi OX pod katem 45° oraz z punktéw, ktére dgzg do tej proste;.

Podsumowanie

Majac do dyspozycji komputer mozna urealni¢ to, co kiedy$s wydawato sie
niemozliwe. Poruszajgc sie sprawnie po metodach numerycznych i dysponujgc
wiedzg przedstawiong powyzej mozna zbudowaé siatke prawdopodobienstwa
URG zaréwno nowg metoda, jak i metodami klasycznymi.

Badania symulacyjne pokazaty, ze najlepszg efektywnos$cig estymaciji charak-
teryzuje sie metoda Il tworzenia siatki prawdopodobienstwa wykorzystujgca
wartosci modalne funkcji gestosci statystyk pozycyjnych. Swiadczg o tym naj-
mniejsza Srednia odlegto$¢ oszacowan parametrow URG od ich wartosci teore-
tycznych oraz srednie wartosci modutéw réznic miedzy oszacowaniami parame-
trow a*, b*ic* URG a ich wartosciami teoretycznymi a, b i c. Zatem cel artykutu
zostat osiggniety.

dr Piotr Sulewski — Akademia Pomorska w Stupsku
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Summary. The aim of the paper is to propose a new method of creating
a Q-Q plot using the density function of order statistics as well as to compare it
with the classical methods.The most popular distributions for statisticians are
those flexible ones which have easily estimated parameters. In the pre-computer
era Quantile-Quantile plot (Q-Q plot) can be constructed only for distributions of
reversible cumulative distribution functions (CDF) such as the exponential distri-
bution and the Weibull distribution. The CDF of generalised gamma distribution
(GGD) is not only analytically irreversible, but also has no analytical form. How-
ever, at present, owing to advanced computer technology, this problem can be
solved. The CDF of GGD can be inverted by using different computing environ-
ment, i.e. Microsoft Excel, Mathcad, R language.

Keywords: Q-Q plot, generalised gamma distribution, cumulative distribution
function, Monte Carlo method.





