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Zastosowanie funkcjonalnej analizy kanonicznej 

w badaniu zależności między wydatkami 
konsumpcyjnymi w europejskich 

gospodarstwach domowych 
 

Streszczenie. Celem artykułu jest zbadanie zależności między wydatkami na 
napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe a pozostałymi wydatkami konsumpcyjny-
mi gospodarstw domowych w 27 krajach Europy w latach 2000—2010. Wybór 
krajów i przedziału czasowego podyktowany został dostępnością i kompletnością 
danych pochodzących z Eurostatu. Nowością zaprezentowaną w tej pracy jest 
rozpatrywanie lat łącznie, a nie każdego roku oddzielnie. Stało się to możliwe 
dzięki przekształceniu danych pierwotnych na wielowymiarowe dane funkcjo-
nalne oraz skonstruowaniu korelacji i zmiennych kanonicznych dla danych prze-
kształconych. 

Z badania wynika, że wydatki na napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe są 
bardzo silnie skorelowane z pozostałymi wydatkami konsumpcyjnymi (współ-
czynnik korelacji kanonicznej między dwiema pierwszymi funkcjonalnymi zmien-
nymi kanonicznymi wynosi 0,99). Wydatki na napoje alkoholowe i wyroby tyto-
niowe mają prawie jednakowy wkład w budowę funkcjonalnej zmiennej kano-
nicznej U1, natomiast największy udział w budowie funkcjonalnej zmiennej ka-
nonicznej V1 przypada wydatkom na artykuły żywnościowe i napoje bezalkoho-
lowe oraz wydatkom na odzież i obuwie. 

Słowa kluczowe: analiza kanoniczna, wielowymiarowa funkcjonalna analiza 
danych, spożycie indywidualne według celu. 
 JEL: C18, C22, C38 
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Inspiracją do przygotowania tego opracowania jest artykuł Marleny Piekut 
(2016). W pracy podjęto się empirycznego zbadania zależności między indy-
widualnymi wydatkami gospodarstw domowych na napoje alkoholowe i wyro-
by tytoniowe a pozostałymi artykułami konsumpcyjnymi gospodarstw domo-
wych w wybranych krajach europejskich w latach 2000—2010. Nowością 
w naszej pracy jest rozpatrywanie okresu badawczego łącznie, a nie każdego 
roku oddzielnie. Można to było osiągnąć po przekształceniu oryginalnych da-
nych w postaci szeregów czasowych na wektorowe funkcje ciągłe, określone 
na ustalonym przedziale czasowym, zwane wielowymiarowymi danymi funk-
cjonalnymi. 

W klasycznych metodach statystycznych obiekty podlegające badaniu charak-
teryzowane są za pomocą cech obserwowanych w ustalonym momencie. Tutaj 
zakładamy, że poszczególne kraje charakteryzowane są za pomocą zmiennych 
funkcjonalnych. Czym są zmienne funkcjonalne? Zmienna funkcjonalna X  jest 
zmienną losową przyjmującą wartości w pewnej przestrzeni funkcjonalnej .E
Zbiór danych funkcjonalnych jest próbką  nXXX ,,, 21   (oznaczaną rów-

nież przez  )(,),(),( 21 tXtXtX n , jeśli jest to wygodne) pobraną z rozkładu 

zmiennej funkcjonalnej .X  Dalej zakładać będziemy, że E  jest przestrzenią 
Hilberta wszystkich funkcji całkowalnych z kwadratem na pewnym przedziale 
 ,ba,  czyli przestrzenią   .ba,2L  

W tym przypadku dane funkcjonalne mogą być przedstawione w postaci: 
 







0

)()(
b

bb tctX   

 
gdzie )(tb  są znanymi, ustalonymi funkcjami ortonormalnymi lub inaczej 

elementami ortonormalnej bazy  .,, 10   Zauważmy, że reprezentacja funk-
cji za pomocą nieskończonego szeregu ortonormalnego wymaga znajomości 
nieskończonej liczby współczynników .bc  Niestety nikt z nas nie potrafi radzić 
sobie z nieskończoną liczbą współczynników. W związku z tym do aproksyma-
cji funkcji )(tX  wykorzystuje się ucięty (skończony) szereg ortonormalny, 
zwany inaczej sumą częściową, o postaci: 
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bbB tttctX

0

)()()(:)( cc   

 
gdzie    '.)(,),(),()(a,',,, 1010 ttttccc BB   c  Parametr ,B  będą-
cy liczbą naturalną, nazywa się punktem ucięcia. Zazwyczaj tylko niewielka 
liczba współczynników rozwinięcia jest istotna, a pozostałe są mało znaczą-
ce. Prowadzi to do istotnej redukcji danych bez straty informacji w nich za-
wartej. 
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Z grubsza rzecz biorąc główny problem statystyczny polega na optymalnym 
wyborze punktu ucięcia B  oraz optymalnym oszacowaniu współczynników .bc  
Problem ten będzie opisany w dalszej części artykułu. 

W tym miejscu nasuwa się naturalne pytanie, czy w rzeczywistości istnieją 
dane funkcjonalne? Pytanie to ma istotne znaczenie, gdyż w praktyce wartości 
obserwowanego procesu losowego )(tX  są zawsze rejestrowane w dyskretnych 
momentach czasu ,,,2,1 Jttt   rzadziej lub gęściej rozmieszczonych w prze-
dziale zmienności argumentu t. Tak więc ostatecznie mamy zawsze do czynienia 
z szeregiem czasowym  )(,),(),( 21 Jtxtxtx   lub inaczej — z wysokowymia-
rowym wektorem obserwacji. Istnieją jednakże liczne powody, by szeregi takie 
modelować jako elementy przestrzeni funkcjonalnej, ponieważ dane funkcjonal-
ne mają wiele zalet w porównaniu z innymi sposobami reprezentowania szere-
gów czasowych. Można wyróżnić ich następujące zalety: 
 po pierwsze, łatwo radzą sobie z problemem brakujących obserwacji, po-

nieważ w przypadku danych funkcjonalnych problem ten jest rozwiązany 
poprzez wyrażenie szeregów czasowych w postaci zbioru krzywych cią-
głych; 

 po drugie, dane funkcjonalne w sposób naturalny zachowują strukturę obser-
wacji, tj. zachowują zależność czasową obserwacji i biorą pod uwagę infor-
mację o każdym pomiarze; 

 po trzecie, momenty obserwacji nie muszą być równomiernie rozmieszczone 
w poszczególnych szeregach czasowych; 

 po czwarte, dane funkcjonalne unikają „przekleństwa” nadmiernej wymiaro-
wości, ponieważ szeregi czasowe zostają zastąpione zbiorem krzywych cią-
głych niezależnych od całkowitej liczby punktów czasowych, w których do-
konuje się obserwacji. 

Chociaż prace dotyczące danych funkcjonalnych pojawiały się już wcześniej, 
to za symboliczny początek metod statystycznych dla danych funkcjonalnych 
należy przyjąć ukazanie się monografii Ramsaya i Silvermana (1997). W roku 
2005 ukazało się jej drugie wydanie, które pociągnęło za sobą prawdziwy wysyp 
opracowań związanych z analizą danych funkcjonalnych. 

Wśród wielu metod statystycznych skonstruowanych dla danych funkcjonal-
nych poczesne miejsce zajmują trzy metody określane wspólnym mianem metod 
redukcji wymiaru. Są to analiza składowych głównych, analiza zmiennych dys-
kryminacyjnych oraz analiza korelacji i zmiennych kanonicznych. Klasyczne 
wersje tych metod zakładają, że rozpatrywane obiekty charakteryzowane są wie-
loma cechami. Tymczasem, w przypadku danych funkcjonalnych, większość 
dotychczas istniejących prac przyjmuje, że obiekty charakteryzowane są za po-
mocą jednowymiarowych danych funkcjonalnych. Przykładem jest tu opra- 
cowanie He, Mullera i Wanga (2004) poświęcone funkcjonalnej analizie ka- 
nonicznej. Pokazuje ono rozbieżność między założeniami metod klasycznych 
i metod dla danych funkcjonalnych. Pierwszymi autorami, którzy podali kon-



22 Wiadomości Statystyczne nr 5 (672), 2017 
 
strukcję składowych głównych dla wielowymiarowych danych funkcjonalnych 
byli Jacques i Preda (2014). Konstrukcja trzech wspomnianych metod redukcji 
wymiaru dla wielowymiarowych danych funkcjonalnych podana została w pracy 
Góreckiego, Krzyśki, Waszaka i Wołyńskiego (2016). Zastosowania składo-
wych głównych dla wielowymiarowych danych funkcjonalnych zostały nato-
miast opisane w pracach Góreckiego, Krzyśki, Waszaka i Wołyńskiego (2014) 
oraz Krzyśki, Majki i Wołyńskiego (2016). Nasza praca ma na celu przybliżenie 
Czytelnikowi nowej techniki badawczej, a mianowicie analizę kanoniczną dla 
wielowymiarowych danych funkcjonalnych oraz jej zastosowanie na przykładzie 
badania związku między dwoma zbiorami cech charakteryzujących wybrane 
kraje europejskie w ustalonym przedziale czasowym. 

 
DOBÓR ZMIENNYCH 

 
Dane pochodzą z Eurostatu i dotyczą spożycia indywidualnego według celu 

w 27 wybranych krajach europejskich we wspomnianym już wcześniej okresie 
2000—2010. Wybór krajów i przedziału czasowego podyktowany był dostępno-
ścią i kompletnością danych. Klasyfikacja Spożycia Indywidualnego według 
Celu (Classification of Individual Consumption by Purpose — COICOP)1 obej-
muje następujące grupy wydatków: 

1) artykuły żywnościowe i napoje bezalkoholowe; 
2) napoje alkoholowe i tytoń; 
3) odzież i obuwie; 
4) mieszkanie, woda, elektryczność, gaz i inne paliwa; 
5) wyposażenie wnętrza, sprzęty domowe i bieżące utrzymanie budynku; 
6) opieka zdrowotna; 
7) transport; 
8) łączność; 
9) wypoczynek i kultura; 

10) szkolnictwo; 
11) hotele, kawiarnie i restauracje; 
12) różne towary i usługi. 

Wydatki uwzględnione w grupie drugiej podzielono na wydatki na napoje 
alkoholowe  1cecha Y  oraz wydatki na wyroby tytoniowe  .cecha 2Y  Jede-
naście pozostałych grup wydatków przyjęto jako cechy .,,, 1121 XXX   
Interesuje nas związek między cechami 1Y  i 2Y  oraz cechami 

1121 ,,, XXX   dla 27 wybranych państw europejskich w latach 2000—2010 
rozpatrywanych łącznie.  
                      

1 Final consumption expenditure of households by consumption purpose — COICOP 3 digit — 
aggregates at current prices [nama_co3_c], Eurostat, dostęp 4.05.2016 r. 
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DANE FUNKCJONALNE 
 

Pokażemy teraz sposób przejścia od szeregu czasowego do funkcji ciągłej. 
Niech jx  oznacza zaobserwowaną wartość cechy X  w j-tym momencie cza-

sowym ,jt  gdzie .,,2,1 Jj   Wówczas dane te składają się z J  par 

 ., jj xt  Takie dane dyskretne można wygładzić za pomocą pewnej funkcji cią-

głej ),(tx  gdzie It  oraz I  jest zbiorem spójnym, takim że ,It j   dla 

Jj ,,2,1   (Ramsay i Silverman, 2005). Załóżmy, że funkcję )(tx  można 
przedstawić jako kombinację liniową skończonej liczby 1B  ortonormalnych 
funkcji podstawowych w następującej postaci: 

 

 Ittctx
B

b
bb 

0

)()(   (1)

 
gdzie  b  jest układem ortonormalnych funkcji bazowych, a Bccc ,,, 10   są 
współczynnikami, które podlegają estymacji. 

Przypomnijmy, że w przestrzeni Hilberta )(2 IL  funkcji całkowalnych z kwa-

dratem zbiór funkcji  b  jest nazywany ortonormalnym wtedy i tylko wtedy, 
gdy iloczyn skalarny dowolnych dwóch funkcji z tej przestrzeni jest równy: 

 

 
I

ijjiji δdttttt )()()(,)(   

 
gdzie ij  jest deltą Kroneckera  .0tympozaorazgdy,1 jiij   Najczę-

ściej wybieranymi układami funkcji podstawowych są bazy Fouriera oraz 
Legendre’a. 

Niech  ',,, 21 Jxxx x  będzie wektorem obserwacji,  ',,, 10 Bccc c  

wektorem nieznanych współczynników, natomiast )(tΦ  macierzą wymiaru 

 ,1 BJ  której elementami są wartości ortonormalnych funkcji bazo- 

wych )( jb t  w kolejnych punktach czasowych ,jt  gdzie ,,,1,0 Bb   

.,,2,1 Jj   Wektor  ',,, 10 Bccc c  w wyrażeniu (1) jest estymowany 
metodą najmniejszych kwadratów w ten sposób, aby minimalizować funkcję: 

 
S(c)=(x−Φ(t)c) (x−Φ(t)c) 

 
Różniczkując funkcję S(c) względem c, otrzymujemy estymator najmniej-

szych kwadratów postaci: 
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ĉ =(Φ(t) Φ(t))−1Φ(t)x 
 

Estymacja wektora c metodą najmniejszych kwadratów jest w tej tematyce 
powszechnie stosowana, poczynając od monografii Ramsaya i Silvermana 
(2005) i kończąc na pracy przeglądowej Cuevasa (2014). 

Załóżmy, że mamy n niezależnych zbiorów     ,,, ,1,1 iJiJii xtxt   

.,,2,1 ni   Każdy z tych zbiorów z osobna można wygładzić za pomocą 
pewnej funkcji ciągłej postaci: 
 

Itnitctx
iB

b
bibi 


,,,2,1)(ˆ)(

0

  

 
Otrzymujemy wówczas n wartości .,,2,1, niBi   Optymalna wartość iB  

dobierana jest przy użyciu bayesowskiego kryterium informacyjnego wprowa-
dzonego przez Schwarza (1978), a w literaturze anglojęzycznej oznaczanego 
przez BIC: 
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gdzie  ',,, 21 iJiij eee e  jest wektorem błędów, takim że  jj xe

i

B

b
jbib BniJjtc
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,,,2,1,,,2,1),(ˆ
0

 


  wyznacza liczbę elementów 

bazy, natomiast wspólna wartość B jest wartością średnią z poszczególnych war-
tości .iB  Obszerna dyskusja na temat optymalnego doboru tych wartości, łącz-
nie z badaniami symulacyjnymi, znajduje się w pracy Waszaka (2016). 

Dalej zakładać będziemy, że funkcja ciągła ),(txi  wygładzająca zbiór 

    ,,, ,1,1 iJiJii xtxt   ma następującą postać: 

 

 Itnitctx
B

b
bibi 


,,,2,1)(ˆ)(

0

  (2)

 
Dotychczas w analizie danych obiekty były scharakteryzowane za pomocą 

tylko i wyłącznie jednej cechy obserwowanej w wielu momentach czasowych 
(wielowymiarowość ze względu na czas). Nasze rozważania uogólnimy na 
przypadek p ≥ 2 cech. Wówczas dane składają się z n niezależnych funkcji wek-
torowych   ,,,2,1,')(,),(),()( 21 nitxtxtxt ipiii  x  przy czym składo-

we )(txib  są klasycznymi danymi funkcjonalnymi postaci (2). Zbiór danych 
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 )(,),(),( 2 ttt ni xxx   nazywa się zbiorem wielozmiennych danych funkcjo-
nalnych. 

Załóżmy, że d-ta składowa funkcji wektorowej )(tx  może być reprezentowa-

na za pomocą skończonej liczby ortonormalnych funkcji podstawowych :b  

 

pdIttctx
dB

b
bdbd ,,2,1,)(ˆ)(
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gdzie cdb są zmiennymi losowymi, takimi że   ,0dbcE  Var  dbc <∞, 

.,,1,0,,,2,1 dBbpd    Niech 

 'cccc ppBpB ,,,,,, 0110 1 c  

 
będzie wektorem współczynników podlegających estymacji metodą najmniej-
szych kwadratów, natomiast: 
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Φ  (3)

 
macierzą, której elementami są ortonormalne funkcje podstawowe, przy czym 

 'tttt BdBd )(,),(),()( 10 φφφφ   jest wektorem ortonormalnych funkcji pod-

stawowych, odpowiadającym d-tej składowej funkcji wektorowej ),(tx

.,,2,1 pd   Wówczas funkcję wektorową )(tx  możemy zapisać równo-
ważnie w następującej postaci: 

 
 0)(,)()(  cEIttt cx Φ  (4)

 
ZMIENNE KANONICZNE DLA WIELOWYMIAROWYCH DANYCH 

FUNKCJONALNYCH 
 

Klasyczna analiza kanoniczna wywodząca się z pracy Hotellinga (1936) jest 
metodą pozwalającą na badanie zależności między zespołem cech zależnych 
oraz zespołem cech niezależnych. Jeżeli zespół cech zależnych składa się tylko 
z jednej cechy, to metoda ta jest równoważna regresji wielokrotnej. Obydwa 
zespoły cech obserwowane są na tych samych jednostkach statystycznych 
w ustalonym momencie czasu. Jeśli zespoły cech obserwowane są w wielu mo-
mentach czasowych, to uzyskane dane reprezentują szeregi czasowe. Szeregi te 



26 Wiadomości Statystyczne nr 5 (672), 2017 
 
mogą być przekształcone do postaci funkcji ciągłych określonych na pewnym 
przedziale czasowym. Przekształcone dane nazywają się wielowymiarowymi 
danymi funkcjonalnymi. Przedstawimy teraz konstrukcję zmiennych kanonicz-
nych dla wielowymiarowych danych funkcjonalnych, które noszą nazwę funk-
cjonalnych zmiennych kanonicznych. Wykorzystując reprezentację danych 
funkcjonalnych opisaną wcześniej możemy założyć, że składowe )(tYg  procesu 

losowego )(tY  oraz składowe )(tX h  procesu )(tX  mogą zostać przedstawione 
odpowiednio za pomocą skończonej liczby ortonormalnych funkcji bazowych 
 e  oraz  :f  
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0




   

 qhIttβtX
hF

f
fhfh ,,2,1,)()( 2

0

 


   

 
Wprowadźmy dodatkowo następującą notację: 
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gdzie EpE φφ ,,1   oraz FgF φφ ,,1   są wektorami, których składowymi są 

ortonormalne funkcje bazowe odpowiednio przestrzeni )( 12 IL  oraz ).( 22 IL
Używając powyższej notacji procesy )(tY  oraz )(tX  można zapisać w postaci: 
 

Y(t)=Φ1(t)α     E(α)=0 
 

X(t)=Φ2(t)     E()=0 
 

Funkcjonalne zmienne kanoniczne U  oraz V  dla procesów losowych )(tY  

oraz )(tX  można zdefiniować w następujący sposób: 



K. Deręgowski, M. Krzyśko, Ł. Waszak, W. Wołyński    Zastosowanie... 27 
 

 

 
1

)()()(),(
I

dtttttU YuYu  
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I

dtttttV XvXv  

 
gdzie funkcje wektorowe )(tu  oraz )(tv  nazywane są wektorowymi funkcjami 

wagowymi. Funkcje wagowe )(tu  oraz )(tv  są dobierane w taki sposób, aby 
zmaksymalizować współczynnik korelacji 
 

 
)Var()Var(

),(

VU

VUCov  (5)

 
między funkcjonalnymi zmiennymi kanonicznymi U  oraz ,V  przy dodatko-
wych warunkach ograniczających 
 

 1)()(  VU VarVar (6)
 

Identyczne kryterium jest stosowane przy konstrukcji klasycznych zmiennych 
kanonicznych. Współczynnik  nazywany jest współczynnikiem korelacji kano-
nicznej. Jednakże maksymalizacja tego współczynnika nie daje zadowalających 
wyników, bowiem w przypadku funkcjonalnym możemy dowolnie wybrać funk-
cję wektorową ),(tu  skonstruować zmienną kanoniczną ,)(),(  ttU Yu  

a następnie znaleźć funkcję wektorową )(tv  taką, aby współczynnik korelacji   

dany wzorem (5) był równy 1, gdzie .)(),(  ttV Xv  Funkcje wagowe )(tu

oraz )(tv  nie dają zatem użytecznej informacji o sile powiązań między zbiorami 
cech, co wyraźnie wskazuje na potrzebę zastosowania technik wygładzania. Pro-
stym sposobem wygładzenia jest modyfikacja warunków ograniczających (6) 
poprzez dodanie pewnego współczynnika kary: 
 

 U(N)=Var(U)+PEN2(u(t))=1 (7)
 

 V(N)=Var(V)+PEN2(v(t))=1 (8)
 
gdzie współczynnik kary PEN2 jest scałkowanym kwadratem drugich pochod-
nych, tj.: 
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Współczynnik kary PEN2 jest uogólnieniem współczynnika wprowadzanego 

przez Ramsaya i Silvermana (2005, s. 84) na przypadek wielozmienny. Współ-
czynnik PEN2 służy do oszacowania gładkości funkcji ).(tx  Kwadrat drugiej 

pochodnej  22 )(txD  tej funkcji w momencie t jest nazywany jej krzywizną 

w punkcie .t  Zauważmy, że linia prosta, z czym się wszyscy zgadzamy, nie ma 
krzywizny i jej druga pochodna w każdym punkcie jest równa zeru. Im większa 
wartość drugiej pochodnej funkcji )(tx  w punkcie ,t  tym większa krzywizna tej 

funkcji w punkcie .t  Zatem naturalną miarą krzywizny funkcji jest scałkowany 
kwadrat drugiej pochodnej tej funkcji: 
 

dttxDPEN
I

2
2

2 ))](([  
 

Efekt wprowadzenia współczynnika kary jest taki, że bierzemy pod uwagę nie 
tylko wariancje zmiennych kandydujących na funkcjonalne zmienne kanonicz-
ne, ale także krzywizny i porównujemy ważoną sumę tych dwóch wielkości. 

Pierwszy współczynnik korelacji kanonicznej 1  i odpowiadające mu wekto-

rowe funkcje wagowe )(1 tu  oraz )(1 tv  można zdefiniować następująco: 
 

 (N)(N)
)()(

1
VU

))(,)(,)()(Cov(
sup

1212




ttt,t
ρ

qp IL,IL

XvYu

vu

 (11)

 
przy dodatkowych warunkach ograniczających 
 

 1VU (N)(N)   (12)
 

W ogólności k-ty współczynnik korelacji kanonicznej k i odpowiadające mu 
wektorowe funkcje wagowe )(tku  oraz )(tkv  są zdefiniowane w następujący 
sposób: 



K. Deręgowski, M. Krzyśko, Ł. Waszak, W. Wołyński    Zastosowanie... 29 
 

 

 
))(,)(,)(,)(Cov(
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gdzie )(tku  oraz )(tkv  spełniają warunek (12) oraz k-ta para zmiennych kano-

nicznych  kk VU ,  nie jest skorelowana z k –1 zmiennymi kanonicznymi, 
gdzie  

 
 )(),( ttU kk Yu  

 
 )(),( ttV kk Xv  

 
są funkcjonalnymi zmiennymi kanonicznymi. Taką procedurę nazywa się wy-
gładzoną analizą korelacji kanonicznych. Wyrażenie  )(),(, tt kkk vu  nazy-

wać będziemy k-tym układem kanonicznym pary procesów losowych )(tY  oraz 

).(tX  Niech 

)(E)(Var
11

αα'α   

)(E)(Var
12

ββ'β   

),(E),(C
12

β'αβα  ov  

 
Zdefiniujmy teraz zmienne kanoniczne  αu,U  oraz  βv,V od-

powiednio dla wektorów losowych α  oraz .β  k-ta korelacja kanoniczna k  

i związane z nią wektory wagowe ku  oraz kv  są zdefiniowane następująco: 
 

kkk
qFpE

uuβvαu
vu

12
,

),,,Cov(sup Σ
 

  

 
przy dodatkowych warunkach ograniczających 

 
  1

11 1   kk uu R  

 
  1'

22 2  kk vv R  

 
gdzie macierze R1 i R2 są zdefiniowane odpowiednio za pomocą wyrażeń (9) 

oraz (10), a k-ta para zmiennych kanonicznych ( 
kU , 

kV ) nie jest skorelowana 

z pierwszymi k –1 parami zmiennych kanonicznych. Wyrażenie  kkk vu ,,  

nazywać będziemy k-tym układem kanonicznym wektorów losowych α  oraz .β  
Prawdziwe jest następujące twierdzenie (Górecki i in., 2016): 
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Twierdzenie: k-ty układ kanoniczny  ,)(),(, tt kkk vu  pary procesów loso-

wych )(tY  oraz )(tX  jest zależny od k-tego układu kanonicznego  kkk vu ,,  

pary wektorów losowych α  oraz β  poprzez następujące równości: 
 

k = k 

 
uk(t) = Φ1(t)uk   tI1 

 
vk(t) = Φ2(t)vk   tI2 

 
gdzie    21221121 ,,,min,,2,1 FFKEEEKqKpKk p  

.qF  

Z tego twierdzenia wynika, że zmienne kanoniczne Uk i Vk dla pary procesów 
losowych Y(t) = Φ1(t)α oraz X(t) = Φ2(t) β  są postaci αukkU   oraz ,βvkkV   

gdzie uk oraz vk są wektorami wagowymi w zmiennych kanonicznych αukkU   

oraz βvkkV   dla pary wektorów losowych α oraz ,β   min,,2,1 k  

 ., 21 qKpK   

Analiza korelacji kanonicznych dla wektorów losowych α oraz β  opiera się 

na macierzach 11, 22 i 12, które są nieznane. Estymujemy je na podstawie n 
niezależnych realizacji y1(t), y2(t), ,  yn(t), postaci yi(t) = Φ1(t) iα̂ , procesu 

losowego Y(t) oraz x1(t), x2(t), ,  xn(t), postaci xi(t) = Φ2(t) iβ̂ , procesu loso-

wego X(t), i = 1, 2, , n, gdzie: 
 

)ˆ...,,ˆ...,,ˆ...,,ˆ(ˆ )()()()(
01110

 iiii
i

ppEpE
α  

 

)ˆ...,,ˆ...,,ˆ...,,ˆ(ˆ )()()()(
01110

 iiii
i

qqFqF
β  

 

Niech )ˆ...,,ˆ,ˆ(ˆ
21  nαααA  oraz .)ˆ...,,ˆ,ˆ(ˆ

21  nβββB Wówczas estymatory ma-

cierzy 11, 22 i 12 są odpowiednio postaci: 
 

AAΣ ˆˆ1ˆ
11 

n
 

 

BBΣ ˆˆ1ˆ
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n
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n
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Ponadto niech 12
1

11
ˆˆˆ ΣΣC   oraz ,ˆˆˆ

21
1

22ΣΣD   gdzie .ˆˆ
1221 ΣΣ   Macierze DC ˆˆ  

i CD ˆˆ  mają te same niezerowe wartości własne ,ˆ2
k  a odpowiadające im wektory 

własne kû  oraz kv̂  są wyznaczane z równości: 
 

0ˆ)ˆˆˆ( 1
2   kpKkγ uIDC  

 

0ˆ)ˆˆˆ( 2
2   kqKkγ vICD  

 
gdzie  .,min,,2,1 21 qKpKk    
 

Wówczas k-ty układ kanoniczny pary procesów losowych Y(t) oraz X(t) wy-
znaczony z próby ma następującą postać: 
 

( ,ˆˆ
kk    )(ˆ tku  = Φ1(t) kû , )(ˆ tkv  = Φ2(t) kv̂ ) 

 
gdzie  .,min,,2,1 21 qKpKk    

Stąd współczynniki rzutu i-tej realizacji yi(t) procesu Y(t) na k-tą funkcjonalną 
zmienną kanoniczną są równe: 

k
I

iikikik dtttttU uαyuyu ˆˆ)()(ˆ)(),(ˆˆ
1   

 
Analogicznie współczynniki rzutu i-tej realizacji xi(t) procesu X(t) na k-tą 

funkcjonalną zmienną kanoniczną są równe: 
 

kiikV vβ ˆˆˆ   
 
gdzie  .,min,,2,1,,,2,1 21 qKpKkni    
 

Ostatecznie współczynniki rzutu i-tej realizacji (xi(t), yi(t)) procesów loso-
wych X(t) oraz Y(t) na płaszczyznę dwóch pierwszych funkcjonalnych zmien-

nych kanonicznych z próby są równe   .,,2,1,ˆˆ,ˆˆ
11 niii  uαvβ  

O wkładzie poszczególnych składowych wektorowych procesów losowych 
Y(t) oraz X(t) w budowę zmiennych kanonicznych można wnioskować na pod-
stawie wektorowych funkcji wagowych u(t) oraz v(t). 

Zmienna kanoniczna Uk wyznaczona jest przez wektorową funkcję wagową 
uk(t)=(uk1(t), uk2(t), ..., ukp(t)). Składowa Yj(t) procesu wektorowego Y(t)=(Y1(t), 
Y2(t), ..., Yp(t)) ma największy wkład w budowę zmiennej kanonicznej Uk 

w chwili t, jeżeli: 
 

)t(u)t(u ki
pi

kj



1
max  
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Niech Pj będzie polem pod modułem funkcji ukj(t) na przedziale I oraz niech 
 

 
pj%

P

P
P

p

i
j

j
j ,,2,1,100

1






  
(13)

 
Składowa Yj(t) procesu wektorowego Y(t) = (Y1(t), Y2(t), ,  Yp(t)) ma naj-

większy wkład w budowę zmiennej kanonicznej Uk, dla t zmieniających się 
w przedziale I, jeżeli: 

 



  i

pi
j PP

1
max  

 
Analogicznie wnioskujemy dla zmiennej kanonicznej Vk. 

 
WYNIKI BADAŃ EMPIRYCZNYCH 

 
Analizą objęto 27 wybranych krajów europejskich  .27n  Analizowane da-

ne obejmują 11 lat  .11J  Każdy kraj scharakteryzowano za pomocą dwóch 

zmiennych zależnych 1Y  i 2Y  oraz 11 zmiennych niezależnych .,, 111 XX   
Dane pierwotne poddano unitaryzacji zerowanej, a następnie przekształcono na 
wielowymiarowe dane funkcjonalne. Posłużono się funkcjami bazowymi Fou-
riera postaci: 

T
t 1)(0   

 

T
πkt

T
)t(k

2sin2
1–2   

 

T
πkt

T
tk

2cos2)(2   

 
gdzie t[0, T], ,2,1k  

 
Górecki i Krzyśko (2012) pokazali, że baza Fouriera prowadzi do minimalnej 

liczby wyrazów w rozwinięciu danej funkcji w szereg, co jest cechą nadzwyczaj 
pożądaną, ponieważ współczynniki rozwinięcia pełnią rolę nowych zmiennych 
w podejściu funkcjonalnym. 

Przedziały czasowe  11,021  III  zostały podzielone na momenty 

czasowe następująco:    .20105,10,5,1,20005,0 1121  ttt ,  Następnie 
skonstruowano funkcjonalne zmienne kanoniczne odpowiadające procesom 
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losowym )(tY  i ).(tX  W celu ich wyznaczenia użyto w obliczeniach pakietu R 

(R Core Team, 2015). Maksymalny współczynnik korelacji kanonicznej ,1ρ  
odpowiadający pierwszej parze zmiennych kanonicznych U1 i V1, wynosi 0,99. 
Świadczy to o bardzo silnym związku między wydatkami na napoje alkoholowe 
i wyroby tytoniowe oraz pozostałe artykuły konsumpcyjne. Obrazy dwóch funk-
cji wagowych dla procesu )(tY  oraz 11 funkcji wagowych dla procesu )(tX  

przedstawione są odpowiednio na wykr. 1 i 2. Wskaźniki 1P  oraz 2P  dane wzo-
rem (13), odpowiadające wydatkom na napoje alkoholowe oraz na wyroby tyto-
niowe, wynoszą 54,7% i 45,3%. Świadczy to o prawie jednakowym wkładzie 
tych dwóch zmiennych w budowę pierwszej funkcjonalnej zmiennej kanonicz-
nej .1U  Wskaźniki iP  odpowiadające zmiennym iX  przedstawiono w tablicy. 
Z tych danych wynika, że największy udział w budowie funkcjonalnej zmiennej 
kanonicznej 1V  mają zmienne 1X  — artykuły żywnościowe i napoje bezalkoho-
lowe (10,3%) oraz 2X  — odzież i obuwie (10,1%). Na wykr. 3 każdy z krajów 
przedstawiono jako punkt w układzie dwóch pierwszych funkcjonalnych zmien-
nych kanonicznych  ., 11 UV  Wykr. 4 jest powiększoną lewą dolną ćwiartką 
wykr. 3. Wysoki stopień skorelowania wydatków na napoje alkoholowe i wyro-
by tytoniowe oraz pozostałe artykuły konsumpcyjne objawia się wysokim skore-
lowaniem funkcjonalnych zmiennych kanonicznych 1U  i 1V   ,99,01   dlate-
go na wykr. 4 punkty przedstawiające poszczególne kraje leżą prawie na linii 
prostej. Widać, że wraz ze wzrostem indywidualnych wydatków konsumpcyj-
nych gospodarstw domowych, podzielonych na 11 grup, rosną wydatki na napo-
je alkoholowe i wyroby tytoniowe. Z jednej strony widzimy kraje o niskich wy-
datkach na dobra i usługi konsumpcyjne oraz niskich wydatkach na alkohol 
i tytoń (Malta, Łotwa, Estonia, Luksemburg, Cypr, Litwa, Bułgaria, Słowacja 
i Słowenia), a z drugiej strony kraje o wysokich wydatkach na dobra i usługi 
konsumpcyjne oraz na alkohol i tytoń (Niemcy, Wielka Brytania, Francja, Wło-
chy, Hiszpania i Holandia). Pierwsze miejsce zajmują tu bezsprzecznie Niemcy, 
a Polska zajęła pozycję pośrednią, plasując się między Holandią i Grecją. 

 
WSKAŹNIKI 

jP  ODPOWIADAJĄCE ZMIENNYM Xj 

j 
jP  

1 ........ 10,292
2 ........ 10,121
3 ........ 9,282
4 ........ 9,357
5 ........ 7,228
6 ........ 9,955
7 ........ 9,186
8 ........ 9,267
9 ........ 8,515

10 ....... 9,257
11 ....... 7,539

                                            Ź r ó d ł o: opracowanie własne na podstawie danych Eurostatu. 
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Wykr. 3. POŁOŻENIE 27 KRAJÓW W UKŁADZIE PIERWSZYCH ZMIENNYCH
KANONICZNYCH ( )V U1 1,

Ź r ó d ł o: jak przy wykr. 1.
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Podsumowanie 

 
Zespół cech zależnych składa się z dwóch cech, a zespół cech niezależnych 

z 11. Cechy te obserwowano w 27 wybranych państwach europejskich w latach 
2000—2010. Klasyczną analizę kanoniczną Hotellinga można by zastosować 
tylko dla każdego roku oddzielnie, a więc w celu uwzględnienia wszystkich lat 
z okresu 2000—2010 łącznie zastosowano funkcjonalną analizę kanoniczną 
podaną w pracy Góreckiego i in. (2016). W latach 2000—2010 wykazano bar-
dzo silny związek między wydatkami na napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe 
oraz pozostałymi wydatkami konsumpcyjnymi. Pierwszy współczynnik korelacji 
kanonicznej wynosił 0,99. Badanie pokazało, że im większe wydatki konsump-
cyjne, tym większe wydatki na napoje alkoholowe i wyroby tytoniowe. Do pań-
stw o wysokich wydatkach na dobra i usługi konsumpcyjne oraz na alkohol 
i tytoń należą: Niemcy, Wielka Brytania, Francja, Włochy, Hiszpania i Holan-
dia, natomiast do państw o niskich wydatkach na dobra i usługi konsumpcyjne 
oraz na alkohol i tytoń należą: Malta, Łotwa, Estonia, Luksemburg, Cypr, Litwa, 
Bułgaria, Słowacja i Słowenia. Polska należy do grupy państw o średnim stopniu 
zależności między tymi zespołami cech i jest najbliższa Holandii z grupy pierw-
szej oraz Grecji należącej do tej samej grupy co Polska. W budowę pierwszej 
funkcjonalnej zmiennej kanonicznej dla cech zależnych prawie jednakowy 
wkład wnosiły wydatki na alkohol (54,7%) i na tytoń (45,3%), natomiast 
w pierwszej funkcjonalnej zmiennej kanonicznej dla cech niezależnych najwięk-
szy udział miały wydatki na artykuły żywnościowe i napoje bezalkoholowe 
(10,3%) oraz na odzież i obuwie (10,1%). 
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 Summary. The article aims to examine the relations between expenditure on 
alcoholic beverages and tobacco and other consumer expenditure of households 
in 27 European countries within 2000—2010. The choice of countries and time 
series was determined by the availability and completeness of Eurostat data. The 
years were analysed collectively not separately, which is a novelty presented in 
this paper. Such an approach was possible due the transformation of primary 
data into multivariate functional ones, and then the construction of correlations 
and canonical variables for transformed data.  
 The study shows that expenditure on alcoholic beverages and tobacco is 
strongly correlated with other consumption expenditure (the canonical correla-
tion coefficient between the two first functional canonical variables is 0.99). The 
expenditure on alcoholic beverages and tobacco has almost the same contribu-
tion to the construction of the functional canonical U1 variable, while the ex-
penditure on food and non-alcoholic beverages and expenditure on clothing and 
footwear has the largest impact on the development of the functional canonical 
V1 variable. 
 Keywords: canonical analysis, multivariate functional data analysis (MFDA), 
individual consumption according to purpose. 
 




