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1. Idea szacowania wielkosci populacji

1.1. Szacowanie wielkosSci populacji w ujeciu historycznym

W typowym badaniu z dziedziny nauk biologicznych przeprowadzanym metoda wielokrotnych ztowien (ang.
capture-recapture) na badanym obszarze umieszcza sie putapki lub siatki w celu wielokrotnego wytapywania
osobnikow danej populacji. W pierwszej probie ztowiona jest pewna liczba osobnikow, ktore po oznakowaniu
s3 wypuszczane na wolnoS¢. W kazdej kolejnej probie zapisuje sie i znakuje kazde nieoznaczone zwierze,
notuje sie kazde zwierze, ktore zostato wczeSniej oznakowane i ponownie wypuszcza si¢ je na wolnos¢. Po
zakonczeniu badania uzyskuje sie petna historie ztowien dla kazdego osobnika. Badania tego typu okreslane
sa jako badania mark-recapture, tag-recapture, czy multiple-record system.

W najprostszej wersji sktada sie ono z dwoch prob: pierwsza to proba zawierajaca osobniki ztowione za
pierwszym razem i druga zawierajaca zwierzeta ztowione za drugim razem. Ten szczegblny przypadek ztozony
z dwoch prob w konteksScie szacowania btedu niedostatecznego pokrycia okreslany jest jako system podwojny
(ang. dual system), lub system podwojnego zapisu (ang. dual-system record). Od wielu lat metode
wielokrotnych ztowien stosuje sie do szacowania parametrow demograficznych w populacjach zwierzecych.
Biolodzy juz dawno zauwazyli, ze nie jest konieczne, ani nawet mozliwe, zliczenie wszystkich zwierzat w celu
doktadnego oszacowania wielkoSci populacji. Informacja na temat liczby ponownych ztowien (lub proporgcji
ponownych ztowien) uzyskiwana poprzez znakowanie odgrywa tu istotna role poniewaz mozna ja wykorzystac
do oszacowania liczby osobnikéw nie ujetych w probach przyjmujac odpowiednie zatozenia.

W najprostszym ujeciu mozna zatozy¢, ze w przypadku gdy liczba ponownie ztowionych osobnikow w
kolejnych probach jest niewielka, rozmiar populacji jest wigkszy niz liczba unikatowych osobnikow, jakie
zostaty ztowione. Natomiast jesli wskaznik ponownych ztowien jest stosunkowo wysoki, mozna przypuszczac,
ze ztowiona zostata wiekszoS¢ zwierzat z danej populacji. Pomyst zastosowania techniki ztozonej z dwoch prob
mozna odnalez¢ w pracach Pierre’a Simona Laplace’s z roku 1786, ktory wykorzystat ja do szacowania liczby
ludnosci Francji w roku 1802, a nawet wczesSniej, w pracach Johna Graunta, ktory zastosowat te technike do
szacowania skutkow zarazy wsrod ludnosci Anglii okoto roku 1600. W dziedzinie ekologii technika ta
najwczesniej uzyta zostata w badaniach Petersena i Dahla dotyczacych populacji ryb odpowiednio w  roku
1896 i 1907 oraz w przeprowadzonym przez Lincolna badaniu powrotow zaobraczkowanych ptakow wodnych z
roku 1930. Modele oparte na dwoch probach zostaty rozszerzone na przypadki zawierajace wigksza liczbe prob
przez Schnabela w roku 1938. Stad tez metoda wielokrotnych ztowien nazywana jest rowniez spisem
Schnabela. Bardziej zaawansowana teoria statystyczna i procedury wnioskowania pojawity sie po publikacji
artykutu Darrocha, ktory opracowat zagadnienie od strony matematyczne;j.

Modele stosowane w odniesieniu do populacji zwierzecych klasyfikuje sie generalnie jako modele
zamkniete i otwarte. W modelu zamknietym zaktada sig, ze wielkoS¢ populacji, ktora jest przedmiotem
badania, jest stata w czasie prowadzonego badania. Zatozenie to jest zwykle zachowane w przypadku danych
zbieranych na przestrzeni stosunkowo krotkiego czasu poza okresem godowym. W modelu otwartym,

dopuszcza sie przyrosty (narodziny lub imigracja) lub ubytki (Smier¢ lub emigracja) w populacji. Model otwarty
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jest zwykle wykorzystywany w dtugoterminowych badaniach zwierzat lub ptakow wedrownych. Poza wielkoScia
populacji w momencie poszczegolnych prob, badane parametry obejmuja rowniez wskaznik przezywalnosci
oraz liczbe narodzin pomiedzy probami. W dalszej czeSci uwaga skupiona zostanie na modelach zamknietych
w odniesieniu do populacji ludzi.

W raporcie uzywac bedziemy okreSlenia capture-recapture (CR) w zwigzku z nie do kofca jasnym
ttumaczeniem tego podejscia na jezyk polski. Bezposrednie ttumaczenie mogtoby brzmiec jako estymator
'wielokrotnego potowu’ przy czym to okreSlenie nie oddaje istoty tego podejScia. Oczywiscie w ramach
estymatorow tej klasy znajduje sie estymator Petersena (lub Lincolna-Petersena), ale dotyczy on tylko jednego

z przypadkow, dlatego tylko w specyficznych przypadkach bedzie uzywane to okreslenie zamiennie.

1.2. Tablice bedace podstawa estymacji wielkosci populacji

W przypadku estymatorow wykorzystywanych do szacowania wielkoSci populacji podstawa sa dwa lub
wiecej niezaleznych zrodet danych, ktore w pierwszej kolejnosci nalezy zintegrowac (deterministycznie lub
probabilistycznie), a nastepnie utworzy¢ odpowiednia tablice kontyngencji. Tablica ta zawiera¢ bedzie
informacje o liczebnosSciach w poszczegolnych przekrojach. Ponizej przedstawione zostaty przyktady tablic
wykorzystywanych do estymacji wielkoSci populacji.

Najprostszy przypadek przedstawia Tablica 1, w ktorej wykorzystywane sg dwa zrodta danych. Srodek
tablicy wypetniony jest wartoSciami teoretycznymi oznaczonymi przez M, a gdy dysponowac bedziemy

wartosciami obserwowanymi nastepuje zmiana oznaczehi na nN.

Tablica 1. Przypadek dwoch zrodet - tablica kontyngencji 2x2

Zrodto B )
] Tak (1) Nie (0)
Zrodto A Tak (1) mll m10 ml
+
Nie (0) mOl mOO m0+
z m+]_ m+0 m++

Zrodto: opracowanie wtasne

Tablica 2 przedstawia sytuacje trzech zrodet, na przyktad trzech rejestrow administracyjnych, dwoch
rejestrow administracyjnych i badania reprezentacyjnego czy spisu, rejestru i badania reprezentacyjnego. W
obydwu przypadkach istotne jest okreSlenie przynaleznosci do poszczegdlnego zrodta (oznaczone jako

Tak/Nie). W obydwu przypadkach chcemy oszacowal to czego nie mozemy odczytaé z tablic to jest
odpowiednio My, oraz Myy,.

Inny uktad danych, ktory wykorzystywany jest w przypadku modelowania z wykorzystaniem klas ukrytych
(lub réwniez w przypadku zastosowania modeli log-liniowych lub uogélnionych modeli liniowych) przedstawia
Tablica 3. Kolumna Liczebno5c¢ okresla liczbe obserwacji spetniajacych okreslone kryteria, a przynaleznos¢ do

zrodet 1 do 4 okreslona jest przez kolumny od Z1 do Z4, gdzie 1 = TAK, 0 = NIE. W tym przypadku chcemy
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dowiedzieC si¢ ile jednostek jest poza obserwowanymi zbiorami czyli oszacowa wartoS¢ teoretyczna
okreslona przez Z1=0, Z2=0, Z3=0 oraz Z4=0. Tablica 3 moze rowniez zawierac dane jednostkowe, tj. informacje

o przynaleznosci poszczegolnych jednostek badania do okreSlonego zrodta.

Tablica 2. Przypadek trzech zrodet - tablica kontyngencji 2x2x2

Zrodto C z
Tak (1) Nie (0)
Zrodto B Zrodto B
Tak (1) Nie (0) Tak (1) Nie (0)
7r6dto A Tak (1) m;y, My, My Mg m,,
Nie (0) Moy, My, Moo Moygo My, ,
Z m+ll m+01 m+10 m+00 m+++

Zrodto: opracowanie wtasne

Tablica 3. Przypadek czterech zrodet - inny sposob zapisu

Liczebnos¢ Z1 22 Z3 Z4
10 0 0 0 1
182 0 0 1 0
8 0 0 1 1
74 0 1 0 0
7 0 1 0 1
20 0 1 1 0
14 0 1 1 1
709 1 0 0 0
12 1 0 0 1
650 1 0 1 0
46 1 0 1 1
104 1 1 0 0
18 1 1 0 1
157 1 1 1 0
58 1 1 1 1

Zrodto: opracowanie wtasne



1.3. Zmienne pomocnicze w estymacji wielkosci populacji

W przypadku estymacji wielkoSci populacji mozliwe jest wykorzystanie zmiennych pomocniczych, ktorymi
moga by¢ przyktadowo ptec, grupy wieku czy wojewoddztwa. Celem jest z jednej strony obejscie jednego z
zatozen metody capture-recapture (o statej stopie pokrycia przez zrodto w populacji - enumerate rate) i
uwzglednienie faktu heterogenicznosci przynaleznosci poszczegolnych jednostek do zrodet. Wykorzystanie
zmiennych rozwaza m.in. Gerritse (2016, Rozdziat 1) czy Zwane i van der Heijden (2016).

Wyrdzniamy tutaj dwa podejscia, ktore determinowane sa dostepnoscia zmiennych we wszystkich,
niektorych lub tylko w jednym Zzrodle. Pierwsze podejscie okresla sie w literaturze jako fully observed
covariates, a drugie partially observed covariates. W obydwu przypadkach mozna wykorzystac modele log-

liniowe do oszacowania poszczegolnych elementow populacji.

Tablica 4. Przypadek dwoch zrodet i jednej zmiennej pomocniczej

z
Ptec (X)
Mezczyzna (1) Kobieta (2)
Zrodto B Zrodto B
) Tak Nie (0) Tak (1) Nie (0)
Zrodto A (1
Tak mlll mlOl mllO mlOO m1++
Nie Moy Mooy Moo Mooo Mo,
) m+ll m+01 m+10 m+OO m+++

Zrodto: opracowanie wtasne
1.4. Probabilistyczne taczenie rekordow

Kluczowym aspektem estymacji wielkoSci populacji jest utworzenie powyzej wspomnianych tabel
kontyngencji. Aby tego dokonac nalezy potaczy¢ dwa lub wiecej zrodet w jedno tak, aby otrzymac informacje
o0 przynaleznosci poszczegolnych jednostek do odpowiednich zbiorow. Mozemy tego dokonac wykorzystujac
zarébwno taczenie deterministyczne (po identyfikatorach), jak i probabilistyczne. Pierwszy przypadek jest
najbardziej pozadany poniewaz wiekszos¢ metod typu capture-recapture zaktada taczenie bez btedow,
jednakze istniejg rowniez metody, ktore biora te sytuacje pod uwage. W tym miejscu skrotowo opisane
zostanie, jak wyglada probabilistyczne taczenie rekordow.

Newcombe (1959) byt jednym z pierwszych badaczy, ktory sformutowat idee probabilistycznego taczenia
rekordow, a teoretyczne podstawy przedstawili Fellegi i Sunter (1969). Idea tej metody polega na znalezieniu
w dwoch zbiorach danych (na przyktad rejestrze i badaniu reprezentacyjnym) rekordow zawierajgcych
informacje o te samej jednostce. Decyzje polegajaca na tym czy para rekordow nalezy do tej samej jednostki

lub nie podejmuje sie wykorzystujac wyliczone prawdopodobienstwo opisujace stopien zgodnosci



przynaleznoSci pary rekordow do tej samej jednostki. Technika ta jest wykorzystywana w sytuacji gdy w
obydwu parowanych zbiorach brakuje zmiennych kluczowych do konstrukcji odpowiedniego identyfikatora
potaczeniowego lub zmienne takie zawieraja btedy. W metodzie tej dokonuje sie wyboru kilku zmiennych
wspolnych w obydwu zbiorach, okreslanych mianem zmiennych parujacych, na podstawie ktorych estymuje
sie prawdopodobiefstwo tego, ze dwa rekordy pochodzace z dwoch roznych zbiorow naleza do tej samej
jednostki. Wiecej szczegbtow na ten temat mozna znalez¢ w pracy Winkler (1999) oraz w monografii Harrona
(2015).

Algorytm integracji danych metoda probabilistycznego taczenia rekordow jest kilkustopniowy por. Roszka
(2013). Obejmuje on w pierwszej kolejnosci proces ustalenia zmiennych parujacych, harmonizacje tych
zmiennych oraz deduplikacje. W kolejnym kroku przeprowadza sie operacje blokowania (grupowania), ktorej
gtownym celem jest podziat zbioréow podlegajacych procesowi integracji na podzbiory, w ktorych znajduja sie
jednostki podobne do siebie ze wzgledu na pewne kryteria (na przyktad ptec, wyksztatcenie czy poziom
agregacji przestrzennej). Jest to istotny element procedury probabilistycznego taczenia rekordow, ktory
zmniejsza liczbe wszystkich mozliwych potaczen, ktore nalezy rozpatrywac. Krok ten w istotny sposob przyczyni
sie do zoptymalizowania algorytmu poszukiwania odpowiednich potaczen. Nastepnie wyznacza sie
prawdopodobienstwa przynaleznosci dwoch rekorddéw pochodzacych z réznych zbiorow do tej samej jednostki
i przeprowadza sie proces ich taczenia. Ostatnim krokiem jest ocena uzyskanych potaczen.

Kluczowym problemem w metodzie probabilistycznego taczenia rekordow jest ustalenie czy dwa rekordy
pochodzace z dwoch roznych zrodet naleza do tej samej jednostki czy nie. W tym celu wyznacza sie
prawdopodobieAstwo M  zgodnoSci wartosci zmiennych parujacych, przy przyjeciu zatozenia, ze
porownywana para rekordow nalezy do tej samej jednostki. Wyznacza sie rowniez tzw. prawdopodobienstwo
niezgodnosci U wartoSci zmiennych parujacych przy zatozeniu, ze para jest niepotgczeniem tzn. ze jednostki
nie naleza do tej samej jednostki. Tak obliczone prawdopodobiefnstwa empiryczne wykorzystuje si¢ do
i niezgodnoSci W

konstrukcji tzw. wag zgodnoSci W

. ktore ostatecznie stuzg do okreSlenia stopnia

nz?'

przynaleznosci porownywanych rekordow do tej samej jednostki Roszka (2013). Wagi te wyrazaja sie wzorami:

)

e = In2 ' M
1-m
In(l—u)

an =T. (2)

Nastepnie wyznacza sie tzw. wage taczna. Dla poréwnywanej pary jest ona sumg wag zgodnosci i
niezgodnosci dla zmiennych parujacych. W przypadku gdy bedzie ona duza liczba dodatnia, wszystkie lub
wiekszoS¢ zmiennych parujacych zgadzaja sie co do wartosci dla porownywanych par rekordow. Na odwrot,
jezeli bedzie ona liczba nieujemna to wszystkie lub wigkszoS¢ zmiennych parujacych nie zgadza sie dla
poroéwnywanej pary rekordow. Za prawdopodobne potaczenie uznaje sig te pary rekordow, dla ktérych wartosé¢

wagi potaczeniowej jest najwigksza - Roszka (2013). W praktyce wyznacza sig najczeSciej tzw. wage progowa



dla wagi tacznej, powyzej ktorej pary uznawane sa jako prawdopodobne potaczenie a ponizej jako

prawdopodobne niepotaczenie.

W metodzie probabilistycznego integrowania danych niezwykle waznym etapem jest ocena jakosci

uzyskanych potaczen. Mozna tutaj bowiem popetni¢ btedy dwojakiego rodzaju. Btad | rodzaju polega na

zaklasyfikowaniu jako niepotaczenie pary rekordow, ktora w rzeczywistosci nalezy do tej samej jednostki. Z

kolei btad Il rodzaju polega na uznaniu dwoch rekordow jako nalezacych do tej samej jednostki, podczas gdy

w rzeczywistosci nie odnosza sie one do tego samego obiektu.

Na potrzeby oceny jakosci procesu taczenia rekordow pochodzacych z dwoch roznych zrodet (na przyktad

rejestru i badania reprezentacyjnego) konstruuje sie szereg wskaznikow, do ktorych mozna zaliczy¢ Roszka

(2013):

« wskaznik fatszywych potaczen:
Ny

fmr = —"—,
Ny +Ng,

« wskaznik wartosci predykcyjnej:
nm
ppv=—"—=1— fmr,
n, + nfp
- wskaznik fatszywych niepotaczen:
n
famr = "

m

» wskaznik czutosci:

cz= L 1- fnmr,
N

m

« wskaznik swoistosci:

n
sw=—%—,
u
gdzie:
N, - liczba par rekordéw potaczonych prawidtowo (prawdziwie pozytywne),
* Ny, - liczba par rekordow potaczonych nieprawidtowo (fatszywie pozytywne),

+ N, - liczba par rekordéw niepotaczonych prawidtowo (prawdziwie negatywne),

u

+ Ny, -liczba par rekordéw niepotaczonych nieprawidtowo (fatszywie negatywne),

- N

m

- 0go6lna liczba par rekordow odnoszacych sie do tych samych jednostek,

(4)

(6)
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- N, -ogélna liczba par rekordéw nie odnoszacych sie do tej samej jednostki.

Wyznaczone powyzej wskazniki oceny jakosci potaczen roznic sie beda w zaleznoSci od przyjetych wartosci
progowych. W praktyce poszukuje sie zatem kompromisu, w ktdrym utrzymuje sie stosunkowo wysoka

swoistosc kosztem obnizenia czutosci.

2. Klasyczne podejscie w metodzie capture-recapture

2.1. Kluczowe zatozenia

Aby klasyczne estymatory wykorzystywane w szacowaniu wielkoSci populacji byty nieobcigzone spetnione
musza zostac nastepujace zatozenia:
e populacja jest zamknieta — dla kazdej proby liczebnos¢ populacji N jest taka sama,
e prawdopodobienstwo wylosowania kazdej jednostki jest takie same - moze byc to problematyczne
w przypadku gdy korzystamy ze zrodet administracyjnych poniewaz zgodnie z regulacjami
prawnymi niektore jednostki moga nie by¢ uwzglednione w okreSlonym zrodle,
e proby/zrodta sa niezalezne - pierwsze losowanie nie ma wptywu na drugie; w przypadku zrodet
administracyjnych systemy powinny by¢ niezalezne (na przyktad w sensie prawnym),
e jednostki mozemy zidentyfikowac i potaczyC bez btedow (taczenie deterministyczne).
Kazde ztamanie zatozen skutkowac bedzie zwiekszeniem obciazenia estymatorow i w konsekwencji
przedstawieniem nieprawdziwych informacji (nawet w formie przedziatow ufnosci). Szczegotowy opis zatozen

mozna znalez¢ w pracy Wolter (1986).

2.1. Dwa zrodta
W podstawowym podejsciu zaktadamy, ze pobraliSmy probe S, o wielkosci N;, w ktorej wszystkie
jednostki moga zostac zidentyfikowane. Nastgpnie, niezaleznie pobierana jest druga proba S, o wielkosci

N,, w ktorej mozemy zidentyfikowac jednostki nalezace do dwoch prob N, ,. Nastepnie, aby oszacowac

wielkoS¢ populacji, wykorzystujemy estymator Petersena (lub Lincolna-Petersena) dany wzorem (8) (por.

Seber, 1982):

N, =22, 8)

ktorego wariancja jest rowna:



V(N )~ 222227, )

Jednakze, w przypadku populacji, w ktorych niewielka liczba jednostek wspolnych N, znajdzie si¢ w

A

drugiej probie, estymator N moze dazy¢ do nieskofczonosci. W zwigzku z tym Chapman (1951)

pet

zaproponowat estymator, ktory bierze pod uwage ten problem:

Nchap _ (n+1)(n, +1) 1 (10)
n,+1
ktorego wariancja jest rowna:
\7("\") — (n1+1)(n2+1)(n1_n1,2)(n2 _nl,z). )

(0, +1)°(ny, +2)

Metoda capture-recapture swoje poczatki ma w badaniach przyrodniczych, gdzie nie ma mozliwosci
zbadania wszystkich organizmow, dlatego korzysta sie z prob. Jednak w przypadku estymacji wielkoSci
populacji ludzkich (na przyktad liczby imigrantow, osob chorych, itp.) wykorzystuje sie dane zastane (na
przyktad zrodta administracyjne, bazy danych szpitali, itp.), ktére rzadko pokrywaja badana populacje w
catosSci. Problem zwigzany z wykorzystaniem wielu zrodet administracyjnych do szacowania wielkoSci
populacji jest powiazany z problemem wielu operatow losowania (ang. multiple frames).

Kontynuujmy przyktad dwoch zrodet, tym razem moga byC to na przyktad rejestry administracyjne o
wielkoSciach N; oraz N,, dla ktorych takze mozemy ustali¢ ich cze$¢ wspdlna N1,2 i podstawiamy dane

do wzoru (8):
$ N1N2

pet '
Ny,

(12)

Powyzszy przypadek dotyczy tablicy 1, ktory mozemy rowniez zapisaC w postaci nasyconego modelu log-

liniowego (ang. saturated loglinear model):

logm, :/l+/1iA+/1'j3+Z,fj‘B, (13)
ktory musimy ograniczy¢ przez /19 ZXE = AOB = AlB = AOB =0 aby moc oszacowaé. Powyzszy model

mozna zapisa¢ symbolicznie w postaci [AB]. W zwiazku z tym, ze dysponujemy jedynie informacja o
NNy i N, nalezy oszacowac strukturalne zero N, . Dlatego, ze mamy 3 wartosci i szacujemy 3

parametry musimy zatozy¢ niezalezno$¢ zrodet. W zwigzku z tym model (13) musimy odpowiednio

zmodyfikowac:

logm; = A+ A"+ 47, (14)

zaktadajac, ze ﬂé = 25 =0, a model mozemy zapisaé jako [A][B] co oznacza niezaleznos¢ dwéch zrodet.



Aby oszacowac My, mozemy wykorzystac oszacowanie wyrazu wolnego, tj. rﬁoo =exp(A).

W przypadku gdy obserwujemy rowniez zmienng pomocnicza, tak jak w Tablicy 4, wielkoS¢ populacji

mozemy oszacowal wedtug nastepujacego wzoru (nazywanego rowniez stratyfikowanym estymatorem

Petersena):
N 2 N, N
— 1,x'V2,x
Npet,x - ZN— (15)
x=1 1,2,x
lub wykorzystujac modele log-liniowe:
logmy, = A+ A+ 25 + A7 + A + A3, (16)
przy zatozeniu Ay =g = = A0 =20 = A5 =5 =A% =0. Gdy zaktadamy niezaleznos¢ A i B

wzgledem X to /11?3 = 2ijx"** =0. Model dany wzorem (16) zapisujemy jako [AX][BX], natomiast

wielkoS¢ populacji przy zatozeniu niezaleznosci A i B dana jest wzorem:

N = ZZ:nX + Zzlmwx. (17)

Wiecej o modelach log-liniowych mozna znalez¢ w Knoke i Burke (1980); Agresti (2013) lub w jezyku polskim
Brzezinska (2015). Niemniej, w celu utatwienia czytelnosci dokumentu, N zarezerwujemy dla wielkosci
badanej populacji, a N okresla¢ bedzie probe (w koncu rejestr administracyjny tez jest pewng proba z

superpopulacji o okreSlonej wielkosci).

23. Trzy zrodta

Rozwazamy teraz sytuacje przedstawiong w Tablicy 2. Nasycony model log-liniowy dany jest wzorem:

logmy, = A+ A" + 45 + A, + A% + 48 + A5, (18)
ktory musimy ograniczyc przez:
A_ 1B - 9C —_ 7AB _ 7AB _ 7AB _ 7AC _ 9AC - 7JAC _ 9BC _ 42BC _—_ 4BC _
A=A = A =g Ay =Ay Ay =g Ay Ay Ay =4y =0,

aby moc oszacowac parametry. Dodatkowym zatozeniem jest to, ze nie wystepuje interakcja miedzy A, B i C, tj.

lﬁkBC = 0. Model ten oznacza sie [AB][BC][AC]. 0szacowanie brakujacej liczby jednostek populagji

otrzymujemy poprzez My, = exp(A).

Inny sposob estymacji wielkosci populacji dla trzech i wiecej zrodet zaproponowali Chao i Tsay (1998); Chao
i inni (2001), ktore okreslili mianem podejscia pokrycia prob (ang. sample coverage approach). Ponizej
przedstawiony zostanie przyktad trzech zrodet, ktory jak wskazujg Chao iinni (2001, s. 3137) mozna uogoblnic
na wiele prob. Gtowne zatozenia tej metody przedstawiaja sie nastepujaco:

e populacja jest zamknieta,
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e kazda jednostka ma szanse byc zapisana w kazdym ze zrodet przy czym prawdopodobienstwo nie
musi byc¢ jednakowe,
e we wszystkich zrodtach jednostki sa zidentyfikowane i potaczone bez btedow.
Podejscie to nie zaktada niezaleznosci zrodet oraz homogenicznosci prawdopodobienstwa wystapienia w
poszczegblnych zrodtach. Chao i Tsay (1998) rozwazajg trzy przypadki biorac pod uwage sytuacje, w ktorej
zrodta miedzy soba nie sa niezalezne.

Przypadek 1.

A

Proby sa niezalezne od siebie. W takim wypadku estymator wielkosci populacji oznaczony N, dany jest

wzorem:

N, = D/C, (19)

gdzie
CA:=1—£ Zl°°+Z°1°+Z°°1 =1 1+ﬂ + l+ﬁ + 1+@ (20)

3L n n, n, 3 n n, n,
oraz
_1 _ 1

D= 5[(M _ZlOO)+(M _201o)+(M _2001)]_ M _g(ZlOO +Zom +2001)’ (21)

gdzie Z,,Zy01 Loy Okresla liczbe jednostek obserwowanych jedynie w zroédle 1,2i3,a M =n, +n, +n,

oznacza sume wszystkich obserwacji.

Przypadek 2.
Zrddta sa zalezne i pokrycie jest duze (przynajmniej 55% wedtug badafi Chao). Wtedy estymator wielkoSci

populacji dany jest wzorem:

Z+11 + Zl—r—\l + le+
N = L , (22)
1_&/\ (Zl+0 + Z+1O)le+ + (Zlo+ + Z+01)Zl+l + (ZO+1 + ZOl+)Z+1l
C nn, n,n, n,n,

gdzie oznaczenia s takie same jak we wczeSniejszym wzorze.
Przypadek 3.
Zrodta sa zalezne, a pokrycie jest niewielkie (mniejsze od 55%), wtedy estymator wielkosci populacji dany

jest wzorem:

A D 1 A . A
N, = E + E [(Zl+0 + Z+10)712 + (ZIO+ + Z+01)713 + (201+ + Zo+1)723 ]’ (23)

gdzie

11



. ~ 2y
71, =N -,
nn,
~ A'le
713 = N'—=,
v nn, (24)
- G Lo
Va3 = N'—
n,N,

oraz

1
3C

+

=
I
oNlw)

Dz DZz
Zio+Z.) == =1+ (Zyy, +Z, )| =22 -1 |+
[( 1+0 01)((: nlnz j ( 10 01)((: n1n3 J (25)

Dz
Z, +Z — 41
( 01+ 0+1)(C n J]

2Ny
Powyzsze estymatory nazywa sie w literaturze pojeciem sample coverage population size estimators.
Wariancja powyzszych estymatorow obliczana jest na podstawie procedury parametrycznego bootstrapu i jest
oprogramowana w pakiecie CARE-1 (Hsieh, 2012). Rozszerzenia powyzszych estymatorow o wykorzystanie
zmiennych pomocniczych oprogramowane sa w CARE-2.

W kolejnym podrozdziale przedstawione zostana przypadki uchylenia niektorych z powyzszych zatozen.

2.4. Rozszerzenia klasycznych estymatorow capture-recapture
2.41. Weryfikacja zatozen dotyczacych niezaleznosci

Gerritse (2016) rozwaza przypadki ztamania zatozenia warunkowej niezaleznosci, nieprecyzyjnego
potaczenia rekordow (ang. imperfect linkage) czy btednego zliczenia jednostek do badanej populacji (ang.
erroneous captures).

W pierwszym przypadku zaproponowano miare implikowanego pokrycia (ang. implied coverage, IC), ktora
okresla prawdopodobienstwo wptywu jednego zrodta na drugie. Aby wyliczy¢ miare IC nalezy wyznaczyc

prawdopodobienstwa warunkowe, gdzie przez 0 oznaczamy pierwsze zrodto, a przez 1 drugie:

JUBEEES

rr]]Jrl (26)
p(1l1) =2,
L) =

gdzie oznaczenia s3 takie same jak wczesniej. f)(0|1) okresla oszacowane prawdopodobienstwo nowych

danych uzyskanych dzigki drugiemu zrodle, a f)(1|1) to oszacowanie prawdopodobienstwa, ze dane ze

zrodta drugiego obserwowane s3 w zrodle pierwszym. Majac te informacje mozna oszacowac liczbe

brakujacych elementéw populacji:
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o _NgP(OI1) _ nypOIL)

“p@)  1-po[1)’

ktora jest funkcja prawdopodobienstwa uwzglednienia nowych obserwacji dzieki drugiemu zrodtu.

(27)

2.4.2. Probabilistyczne taczenie rekordow
2.4.2.1. Uwzglednienie btedu taczenia w estymatorze

W przypadku wystepowania btedow wynikajacych z probabilistycznego taczenia rekordow estymator
Petersena moze by¢ obciazony. Dlatego nalezy wprowadzi¢ pewne poprawki, ktore umozliwiaja nieobciazone
(lub bliskie nieobcigzonemu) oszacowanie pokrycia danych zrodet lub wielkosci populacji. W niniejszym
paragrafie zaprezentowane zostanie podejscie opisane w pracach Ding i Fienberg (1994); Di Consiglio i Tuoto

(2015). Obydwie prace znosza zatozenie doktadnego taczenia rekordow.

Zgodnie z oznaczeniami Ding i Fienberg (1994), niech L1,L.2 oznaczaja dwa zrédta danych, [ bedzie
prawdopodobiefistwem btednego potaczenia (ang. false link probability), a 1—« prawdopodobienstwem
btedu niepotaczenia (ang. false nonlink probability). Biorac pod uwage ponizsze zatozenia:

o prawdopodobiefistwo poprawnego potaczenia rekordéw miedzy L1, a L2 rowne jest &,

e btedne potaczenie rekordow, ktore sktadaja sie na czes¢ wspolna ( Nl’z)jest pomijane,

e prawdopodobienstwo wystapienia btednego potaczenia rekordow dla wszystkich jednostek jest
takie samoi wynosi /3,

e dozbioru L1 dotaczany jest zbior L2,

estymator zaproponowany przez Ding i Fienberg (1994) dany jest wzorem:

M

Npr = - A P
Tior T ToprF _(a_ﬁ)fl,DFrz,DF _ﬁfl,DF

(28)

gdzie M =m,+m,+m, =n,+Nn,+N, oznacza liczbe rekordow wystepujacych w sumie dwdch
zbiorow, gdzie M; oznacza teoretyczng liczbe rekordow w poszczegdlnych zbiorach, podczas gdy n;

oznaczaja wartosci obserwowane w wyniku procedury taczenia rekordéw. Oszacowania 7, - Oraz 7, pe

okreslajg pokrycie pierwszego i drugiego zrodta i wyrazaja sie jako:

A _ _n11+18(n11+n12)
2 - ’ (29)
LOF (B—a)(ny+ny)
oraz
oyt B, +ny,) (30)

To0F -
’ (B-a)(ny +ny,)
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Di Consiglio i Tuoto (2015) zmodyfikowali model Ding and Fienberg (1994), ktory znosi zatozenie (d)

dotyczace kierunku taczenia. Zmodyfikowany estymator Ding i Fienberga dany jest wzorem:

~ _ M
NMDF - - ~ ~ - - 27 = ; (31
Tymor T TomoE — (aTLMDF Tomor + ﬁ(fl,MDF + 7, mor — 71, moF T2, MDF )
gdzie
£ — Zﬁnll + ﬂnlz — Ny (32)
1,MDF ,
(26— 05)(”11 + nZl)
oraz
A - zﬂnn + ﬁnlz — Ny (33)

T - .
2MPF (2B -a)(n,+ny,)

W obydwu przypadkach zaktadamy, ze btedy potaczenia sa state. W takim wypadku nalezatoby rozwazy¢
wykorzystanie tych estymatorow w warstwach, na przyktad okreSlonych przez pte¢, wojewodztwo czy grupe

wiekowa.

2.4.2.2. Badanie wptywu btedu taczenia

Gerritse (2016) symulacyjnie sprawdzita wptyw btedow taczenia, ktore okreslone sg przez ponizszy wzor:

, (34)

gdzie [ =1 oznacza, ze nie ma probleméw z taczeniem, a b to liczba jednostek, ktdre zostaty btednie

potaczone miedzy pierwszym, a drugim zrodtem. W takim przypadku estymator nieobserwowanej czesci

populacji wyraza sie wzorem:

M — (n1o — b)(nm — b)

= , (35)
s Ny — b
natomiast estymator wielkoSci populacji rowny jest:
N =1y, 5t (ny, +b) + (N, —b) +(ny, —b) =y, 5N+ N +Ng — b. (36)

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze podejscie Gerritse (2016) stuzy raczej do badania wptywu tegoz btedu na
wielkos¢ populacji. W praktyce bardzo trudne jest precyzyjne oszacowanie b.
Podsumowujac, powyzsze rozwigzanie przedstawione jest jedynie dla tabel 2x2 w zwigzku z tym wymagane

Sd pewne rozszerzen ia.
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2.43 Btedy pokrycia - jednostki, ktore nie sa elementami populacji
2.4.3.1. Trimmed dual system estimation

Trimmed dual system estimation (TDSE) zostat zaproponowany przez Zhang i Dunne (2017), ktory bierze
pod uwage sytuacje btednie zakwalifikowanych rekordow w jednym ze zrodet oraz czeSci wspolnej. Estymator

ma nastepujaca postac:

- n,(n, —Kk)
N S :#1 (37)
T n1,2 _kl,2
o wariancji danej wzorem:
n n(n —-n+k )N, —-k)n, —k-n ,+k
V(NTDSE) - l( 1 1,2 1,2)( 2 )( 2 1,2 1,2)' (38)

3
(n1,2 - kl,z)
gdzie N, to liczebnoS¢ pierwszego zrodta, N, to liczebnoS¢ drugiego zrodta, N, to liczba jednostek

wspolnych dla obydwu zrodet, Kk to liczba jednostek btednie zakwalifikowanych w drugim zbiorze, a kl'2 to

liczba jednostek btednie zakwalifikowanych, ktore znajduja sie¢ w obydwu zbiorach.
Estymator ten ma dwa zatozenia: brak btedow zwiazanych z taczeniem rekordow (taczenie doktadne,
deterministyczne) oraz stata liczba btednie zakwalifikowanych jednostek. Zaproponowane podejscie

uwzglednia jedynie dwa zrodta.

2.43.2. Badanie wptywu btedow pokrycia

Gerritse (2016) symulacyjnie sprawdzita wptyw btednego zliczania poszczegolnych jednostek do badanej

populacji zaktadajac, ze wystapit w drugim zbiorze. Btad ten oznaczony jest przez y izawiera sie w przedziale

[0,1]. w takim przypadku czes¢ wspélna dana jest wzorem:

S _N(ngy) _ .
My, = = Myp- (39)
N,

2.43.3. Szczegolny przypadek trzech list

Zhang (2015) rozwazat przypadek trzech zrodet, w ktorych zrodto A i B charakteryzowato sie btedami
pokrycia (nadreprezentacji i niedoreprezentacji), a trzecie zrodto S charakteryzuje sie jedynie btedem

pokrycia oraz stata frakcja jednostek wspolnych (tj. taka sama liczba jednostek wspélnych wedtug ptci,
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wojewodztwa i innych zmiennych). Przyktadowym zrodtem S moze byC badanie reprezentacyjne
wykorzystywane do badania pokrycia (ang. coverage survey), a pozostatymi zrodtami moga by¢ rejestry oraz
spis. Zhang (2015) wziat pod uwage dwie sytuacje nadreprezentacji:
1. Model 1-zatozenie, ze jednostki, ktore nie naleza do populacji znajduja sie jedynie w dwoch zrodtach, a
nie czeSci wspolnej:

P(i ¢U|ic AUB)=P(i ¢U|ic A\B)P(i di e B\ A). (40)

Wtedy btad pokrycia dla poszczegolnych list jest rowny:

a pokrycie (ang. capture rate) zbioru S jest rowne:
Ny — Nos
Xo(1=6,) X (1-6y)

7=

2. Model 2 - zatozenie, ze jednostki, ktore nie naleza do populacji znajduja sie jedynie w dwoch zrodtach, a

w  czesci wspolnej jest ich bardzo mato (pomijalne):
P(i ¢U |ie AUB)=P(i ¢U |i e A)P(i ¢i  B). (1)

Wtedy btad pokrycia dla poszczegdlnych zrodet jest rowny:

gdzie X, =#(ANB),a n, =#(ANBNS) to liczba jednostek, ktore znajduja sie rowniez w zbiorze S

,gdzie # oznacza liczbe jednostek danego zbioru.

Ostatecznie, estymator wielkoSci populacji niezaleznie czy rozwazamy model 1 czy 2 dany jest wzorem:

n

N = 11(1_ én) + X10 (1_ élo) + X01(1_ é01) + (42)

0o
V4
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2.4.4. Brak operatow dla badanej populacji - losowanie posrednie

Lavallée i Rivest (2012) rozwazali sytuacje, w ktorej nie jest mozliwe petne wykorzystanie dostepnych
zrodet, a jedynie prob z nich pobranych. Dodatkowo, rozszerzaja podstawowy estymator Petersena na
sytuacje, w ktorej wykorzystane operaty losowania (i proby) nie dotycza bezposrednio populacji (na przyktad
nie istnieje taki operat), ktora badaja, a innych populacji, ktére sa z nimi zwigzane (na przyktad populacja osob
-> gospodarstwa domowe). Wykorzystali w tym celu losowanie posrednie - indirect sampling (Deville i
Lavallée, 2006). Lavallée i Rivest (2012) rozwazali przypadek estymacji braku pokrycia gospodarstw domowych

przez spis (ang. census undercount) oraz sprzedawcow herbaty (w tym osob, ktdre robia to nielegalnie).
3. Modelowanie wielkosci populacji

3.1. Analiza klas ukrytych

Zmienne ukryte stanowiag podstawe modeli ze zmiennymi ukrytymi, ktore sktadaja sie na szerzej rozumiane
metody struktur ukrytych (ang. latent structure methods). Podziatu tych metod dokonuje sie ze wzgledu na
charakter zmiennej obserwowalnej oraz zmiennej ukrytej. Gdy zarowno zmienna obserwowalna, jak i zmienna
ukryta maja charakter dyskretny, metoda ta nazywana jest analiza klas ukrytych (ang. latent class analysis).

Gtownym celem analizy klas ukrytych jest redukcja liczby zmiennych przy jak najmniejszej utracie
informacji o badanym zjawisku, a takze odkrycie nieobserwowalnej heterogenicznosci w populacji. Klasy
ukryte petniag wowczas funkcje nieobserwowalnych czynnikoéw, ktére wptywaja na zaleznoS¢ pomiedzy
jednostkami w danej klasie.

Analiza klas ukrytych oparta jest na dwoch zatozeniach. Pierwsze zatozenie mowi o tym, ze populacja sktada
sie z roztacznych (ang. mutually exclusive) i spojnych (ang. exhaustive) jednorodnych podpopulacji, ktore
tacznie tworza klase ukryta. Oznacza to, ze jeden obiekt moze nalezec tylko do jednej klasy ukrytej. Drugie
zatozenie nazywane jest warunkiem lub aksjomatem lokalnej niezaleznosci (ang. local independence
assumption), zgodnie z ktorym zwigzek miedzy zmiennymi obserwowalnymi zalezy od relacji pomiedzy
zmiennymi obserwowalnymi a zmiennymi ukrytymi. Oznacza to, ze jesli zmienna ukryta jest stata, zmienne
obserwowalne powinny byc statystycznie niezalezne. Warunek ten spetniony jest we wszystkich rodzajach
modeli struktur ukrytych.

Analiza klas ukrytych ma na celu znalezienie oraz zidentyfikowanie odpowiedniej liczby klas, w ktorych
zmienne obserwowalne sg od siebie niezalezne. Inaczej mowiac, metoda ta umozliwia rozwarstwienie tablicy
kontyngencji zawierajacej zmienne obserwowalne przez zmienna ukryta, przy czym poszczegolne klasy
stanowia kategorie zmiennej ukrytej o charakterze dyskretnym. Model taki w efekcie przydziela obserwacje do
klas ukrytych, a w dalszym etapie pozwala na przypuszczenie, jak zmienne obserwowalne zachowaja sie pod
wptywem zmiennych ukrytych.

W modelach klas ukrytych wyroznia sie nastepujace rodzaje zmiennych, w zaleznosci od rodzaju skali

pomiaru:
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e zmienne ukryte (ang. latent variables), ktore moga by¢ mierzone na skalach nominalnych lub
porzadkowych,

e zmienne obserwowalne (ang. manifest vaviables, response variaables) lub zmienne objasniane
(ang. dependent variables), ktore moga by¢ mierzone na réznych skalach pomiaru,

e zmienne towarzyszace (ang. concomitant variables, covariates) i zmienne objaSniajace (ang.
predictor variables), ktore moga by¢ mierzone na réznych skalach pomiaru.

Model musi zawiera¢ przynajmniej jedng zmienna ukryta i jedng zmienng obserwowalng; moze on takze
zawiera¢ zmienne towarzyszace. Zmienna ukryta jest zatem statyczna i dzieli populacje na podpopulacje,
zwane klasami ukrytymi.

W analizie klas ukrytych modele roznia sie jedynie liczba klas ukrytych. Modele zawierajace wigksza liczbe
parametrow (wigksza liczbe klas ukrytych) zapewniaja lepsze dopasowanie do danych niz te, ktore opisane sa
przez mniejsza liczbe klas por. Brzezinska (2015). Podstawa analizy klas ukrytych w przypadku wykorzystania
zmiennych pomocniczych jest przyktadowo Tablica 5.

Modele klas ukrytych mozna interpretowac w odniesieniu do prawdopodobienstwa, ze dana jednostka
zostata zakwalifikowana do danego zrodta danych oraz sktonnosci do przynaleznosci do okreslonej klasy
ukrytej. Modele klas ukrytych byty wykorzystywane do szacowania wielkosci populacji m.in. przez:

e Agresti (1994) - wykorzystat klasy ukryte bez zmiennych towarzyszacych do szacowania wielkosci
populacji zwierzat,

e Dorazio i Andrew Royle (2003); Béhning i inni (2005) — wykorzystali klasy ukryte bez zmiennych
towarzyszacych do szacowania wielkosSci populacji ludzkich,

e Bartolucci i Forcina (2006); Stanghellini i van der Heijden (2004); Van Der Heijden i inni (2003a);
Cruyff i van der Heijden (2008); Van Der Heijden i inni (2003b); Thandrayen i Wang (2009) -

wykorzystali klasy ukryte ze zmiennymi towarzyszacymi do szacowania wielkoSci populacji.

Tablica 5. Przypadek czterech zrodet - inny sposob zapisu

Liczebnosc Z1 22 Z3 Ptec
1 0 0 0 1
2 0 1 1 1
3 1 0 1 1
4 0 1 0 2
5 1 1 0 2
6 0 1 1 2
7 0 1 1 2
8 1 0 0 1
9 1 1 0 2
10 1 1 1 1
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n 1 0 1 2

Zrodto: Opracowanie wtasne

Niech N bedzie nieznang wielkoscig populacji, a 1=1,K ,N okresla identyfikator poszczegélnych
jednostek. Niech Y, = (Y,,...,Y;;)" bedzie wektorem sktadajacym sie z wartosci 0,1 (rozktad Bernoulliego)

o wielkoSci J , ktora okresla liczbe dostepnych zrodet danych. Wartosci {0,1} okreslaja czy dana jednostka

byta obserwowana w danym zrodle. Niech Y o rozmiarze N xJ okresla macierz przynaleznosci

poszczegolnych jednostek do okreSlonej listy.

Zatdzmy teraz, ze populacje mozemy podzielic na L klasiniech S, okresla przynaleznosé danej i -tej
jednostki do danej klasy. Niech p(S; =1)=q;,| =1,K ,L okresla prawdopodobiefistwo przynaleznosci do
klasy ukrytej. Niech P okresla macierz prawdopodobiefstw pojawienia sie w danym zrédle o wymiarze
J x L, gdzie kazdy element okreslony jest jako Py, j =1,..,J,1=1,...,L.

W przypadku braku zmiennych pomocniczych, prawdopodobienstwo przynaleznosSci do danej klasy dane

jest wzorem:
L J 5 .
(Y =y)=Yal e/ @-py) (43)
=1 =l

natomiast jezeli zatozymy, ze dysponujemy informacjami pomocniczymi X; = (X;;,K , X, ), gdzie H

okresla liczbe zmiennych pomocniczych, wtedy model (43) okreSlony jest wzorem:

pCY; =y %)= qu (Xi)l_[pjy|ij (1- pj|)1_yij , (44)

=1

w ktorym ¢ (X;) i P; nie jest znane i musi by¢ estymowane. Procedura estymacji opisana jest

szczegbtowo w pracy Thandrayen i Wang (2009). Po oszacowaniu [5”- oraz Q,(X] ﬁ) mozemy obliczyc

wielkoS¢ populacji zgodnie z nastepujacym wzorem:
L
N=> -1, (45)

gdzie |i={0,1} okreSla czy dana jednostka byta obserwowana w probie czy nie, a

A _ L .- J N
T = 1_2.:9' (X B)szl(l_ Pij)-
Istotnym wktadem pracy Baffour-Awuah (2009) jest zaproponowanie modelu klas ukrytych do oszacowania

wielkosci populacji z uwzglednieniem btedow pokrycia w badanych zrodtach.
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3.2. Wybrane modele regresji w estymacji wielkosci populacji

3.21. Model regresji Poissona i jego rozszerzenia

W przypadku regresji Poissona i jej rozszerzen (na przyktad tzw. Zero-inflated Poisson) przy wykorzystaniu

zmiennych pomocniczych estymacja wielkosci populacji opiera sie na Tablicy 6, gdzie kolumna ,,Liczba zliczen”

odnosi sie do liczby wystapien danej jednostki w badanych Zrodtach (przyktadowo liczba 3 oznacza, ze

jednostka pojawita sie w trzech zrodtach) i przebiega w nastepujacy sposob:

e szacuje sie prawdopodobienstwo P wystapienia jednostki w jednym, dwoch i wiecej zrodet

(zaktadajac rozktad Poissona dla zmiennej

‘Liczba zliczed’) - podstawa jest tabela z

charakterystykami osob X; (na przyktad pte¢, grupa wieku, obywatelstwo) oraz liczba wystgpien

w poszczegblnych zrodtach ('Liczba zliczen’),

e nastepnie dla kazdej osoby sumuje si¢ odwrotnos¢ tego prawdopodobienstwa i otrzymujemy

wielkos¢ populacji.

Tablica 6. Przyktadowe dane wykorzystywane w procesie modelowania

ID Liczba Ptec Grupa  Obywatelstwo
zliczen wieku polskie
1 3 0 1 1
2 1 0 2 0
3 2 0 3 1
4 5 0 1 0
5 1 1 3 1
6 1 1 4 0
7 2 1 1 1
n 1 1 2 1
Zrodto: Opracowanie wtasne
W takim przypadku estymator wielkosci populacji dany jest wzorem:
N n 1
N=> "t _=%_= (46)
i= p(XuB) iz p(Xi,B)
gdzie |, =0 gdy jednostka nie byta obserwowana w zadnym ze zrodet, a I, =1 gdy byta obserwowana

przynajmniej w jednym zrodle, P(X;,B) to prawdopodobieistwo bycia obecnym w jednym, dwéch lub

wiecej zrodet uwzgledniajac charakterystyki

X

jednostek, ktore sa obserwowane. Warto zauwazy¢, ze
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estymator ten jest w swojej formie podobny do estymatora Horvitza-Thompsona i takiej nazwy uzywa sie do
okreslenia tego estymatora (na przyktad estymator wielkoSci populacji Horvitza-Thompsona). Wariancja
estymatora (46) dana jest wzorem:

var(N) = E[var(N | I,)]+var(E[N | I,]). (47)

Nalezy zauwazy¢, ze aby oszacowac wielkos¢ populacji wystarczy informacja pochodzaca z proby. Szczegoty

estymacji i rozszerzen powyzszych modeli mozna znalez¢ w Van Der Heijden i inni (2003a,b).
3.2.2. Hierarchiczny model mieszany Poissona

Ciekawa koncepcje, w kontekScie szacowania wielkosci populacji, przedstawit Zhang (2008), ktory na
potrzeby estymacji liczby nielegalnie przebywajacych w Norwegii cudzoziemcow wykorzystat modele
mieszane. Bardziej precyzyjnie w celu oszacowania tej wielkosci wykorzystat on hierarchiczny model gamma
Poissona (ang. A hierarchical Poisson gamma model), w ktorym wprowadzit efekt losowy w postaci kraju
nielegalnie przebywajacego w Norwegii cudzoziemca.

Z formalnego punktu widzenia w procesie estymacji przyjeto, ze liczba nielegalnie przebywajacych w

Norwegii cudzoziemcow podlegata rozktadowi Poissona postaci:

m, ~ Poisson(4, ), (48)
gdzie 1=1,K ,t jest indeksem odnoszacym sie do podpopulacji cudzoziemcéw wedtug kraju ich
pochodzenia. Kluczowg kwestig jest zatem estymacja jedynego w rozktadzie Poissona parametru - 4. W
badaniu przyjeto zatozenie, ze parametr A, zalezy od dwoch wielkosci: catkowitej liczby nielegalnie

przebywajacych cudzoziemcow z kraju |, oznaczanej jako M, oraz prawdopodobienstwa P, , ze
nielegalnie przebywajacy cudzoziemiec znajduje si¢ w tzw. rejestrze DUF odnoszacym sie do imigrantow i

uchodzcow, ktorzy chcg zamieszka¢ w Norwegii. W takim przypadku mozna przyjac, ze:
4 =M;p;. (49)

W modelu tym przyjeto, ze:
L. Mp

1 1
E(Mipi |ni'Ni)

(50)

gdzie E(M,p, |n;,N,) oznacza warunkowa wartos¢ oczekiwana M, p, przy danym n, oraz N,, przy
czym I, oznacza liczbe cudzoziemcow z kraju I, ktorzy dopuscili sie przestepstwa a N, liczbe legalnych

cudzoziemcow z kraju . Z kolei U; oznacza efekt losowy, ktory odpowiada za zmiennoS¢ szacowanego

parametru w obrebie réznych krajow, z ktorych pochodzic moga nielegalni cudzoziemcy. Przy przyjetych

oznaczeniach mamy:

A = 1U;, Sl
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gdzie:
Hi = E(Mi P I, Ni): E(Mi | Ni)' E(pi M, n;, Ni)‘ (52)
Ostatecznie model wykorzystywany w estymacji liczby nielegalnie przebywajacych w Norwegii

cudzoziemcow mozna zapisac w nastepujacej postaci:

& =E(M;[N;)= N, (53)

oV
(5 1M, 8) = M) =[] 50
u, ~Gamma(l, ¢), (55)

gdzie Gamma(1,¢) oznacza rozktad Gamma z wartoscia oczekiwang E(ui ) =1 iwariancja V(ui ) =1/¢.

Formuty (48)-(54) definiuja tzw. hierarchiczny model gamma Poisonna. Konsekwencja tak przyjetego modelu

B
E{ﬂuvli,ni,Nij:(iJ . (56)
M. N,

Hierarchiczno$¢ modelu odnosi sie¢ do zmiennosci, ktora jest obserwowana na dwoch poziomach. Po

jest nastepujace rownanie:

pierwsze, na poziomie populacji A, ktora jest parametrem w modelu Poissona, zalezy od U, ktory jest
zmienng losowg o rozktadzie Gamma wsrod wszystkich krajow. Z kolei g4 zawiera efekty state o i g,

ktore sg takie same dla wszystkich krajow. Po drugie przy danym U;, M; obarczone jest btedem losowym

podlegajacym rozktadowi Poissona.

Z rownan (52)—(54) wynika, ze:

=N ' (57)
H; i N, .

Kluczowa kwestia jest oszacowanie parametrow ¢, [ i ¢. W praktyce robi sie to z wykorzystaniem

metody najwiekszej wiarogodnosci - MNW (ang. Maximum Likelihood Estimation — MLE). Przyjmujac, ze:

t
§=ZE(Mi |Ni)=ZNia’ (58)
i=1 i
jego estymator mozemy wyrazic jako .;2: ZiNid gdzie & jestoszacowaniem parametru . Oznaczajac

przez L(n;m) funkcje wiarogodnosci 77 = (a,ﬁ,¢) dla danego m. , 1=1K,t przy zatozeniu
hierarchicznego modelu gamma Poissona funckje gestoSci mozna wyrazi¢ nastepujacym wzorem:
e " (/uiui )mi ¢¢Ui¢71e_¢ui

ut rlg) — m!r()

22

M 44
— /Lli ¢ efui(ﬂi+¢)uimi+¢*l’ (59)
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gdzie F( ) jest tzw. funkcja gamma. Stad:

f(m;n)= J:f(mi’ui;n)d(ui)
e 2 )

m!T
T A PR 0 ¥ ) 60
mi!r(¢)(ﬂ| +¢) (60)
co wynika z warunku:
k4l
J'we’}“2 2"dz = 1 F[k +1j (61)
0 2 2

przy czym Z = \/u_, oraz k= 2(mi +¢)—1. Wspomniang powyzej funkcje wiarogodnosci L(77; m) mozna

zatem wyrazi¢ wzorem:

t

Lez;m)=]]f(m (62)

i=1

Logarytm funkcji wiarogodnosci, pomijajac stata, wyraza sie wzorem:

m)=1(7) @
gdzie: |
1,(7) = m; 1og 24 —(m; +¢)log(s +¢)+logL(m; +¢)+glogg —logI(¢)
=m; log s —(m; +¢)log(x +¢4)+#logg
+(m, +¢—0.5)log(m, +@)—(m, +¢)—(¢—0.5)logp+ ¢
=m, log 1, —(m, +@)log(z; +¢)+(m, +$—0.5)log(m, +¢)+0.5log4,

przy czym skorzystano z aproksymacji wzoru Stirlinga:

logI'(z)=(z—0.5)logz +0.5log(27)- 2. (64)

Zwazywszy na fakt, ze |0g,ui jest liniowg kombinacja wektora zmiennych pomocniczych X; iparametru

7 ti. logu =Xy mamy:

ali(ﬂ): ali(ﬂ) op;  Ology, _ ali(n)ﬂixi m - M= gy )
oy Ow, ologu; oy Op; M+
przy czym:
al,(n7) _m m+¢ 6

Ol; Wt
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oraz:

ali_(n):_|og(lui +¢)_mi—+¢+|0g(mi +¢)+M+i_ (67)
o¢ M+ m+¢ 29
Co wiecej, pochodne drugiego rzedu mozna zapisac jako:
2 2 2
0 Ii(Z): 0 Ii(?):uixi aﬂTi +5 Ii(ﬂ)xi aﬂTi —_| M +¢ﬂi¢ XX, (68)
00y Ol oy OH; oy L+

2
0 Ii(ﬂ):_zﬂi+¢_mi+mi+¢+0'5_ 1 (69)

0" (u+ef  (m+gf 247
") _ (a(ﬁli(n)],a¢JﬂiXi _ _(ﬂi;miﬂixi - (az'i(n)T. (70)

00 |\ oy t+ o) g0y

Estymator MNW parametru 77, ktory oznaczamy przez ﬁ poszukuje sie nastepnie jako rozwiazanie

nastepujacych rownan:

al(zm) _~-al(n) _
gn _21: 877 -

Estymator MNW parametru 77 mozna znalez¢ wykorzystujac metode Newtona-Raphsona. Jako wartosci

(71)

poczatkowe w tej metodzie przyjmujemy wstepne oszacowania parametrow uzyskanych klasyczna metoda

najmniejszych kwadratow poprzez dopasowanie modelu postaci:
Iog%:(a—l)log Ni+ﬂlog%+gi. (72)
i i
Po oszacowaniu parametrow « i f modelu (72) traktujemy je jako wartosci poczatkowe tych samych
parametrow w hierarchicznym modelu gamma Poissona a odwrotnoS¢ oszacowanej macierzy wariancji-
kowariancji V(gi) jako wartos¢ poczatkowa dla @. W ten sposdb mozna uzyskaé oszacowania wszystkich

parametrow rozwazanego w tej czesci opracowania hierarchicznego modelu gamma Poisona, ktory nastepnie

mozna wykorzysta¢ do oszacowania liczby nielegalnie przebywajacych imigrantow.

4, Estymacja wielkosci populacji trudnych do zbadania w wybranych krajach - przeglad doswiadczen
W rozdziale tym przedstawiono doSwiadczenia wybranych panstw w obszarze estymacji wielkoSci populacji.

Opis ma charakter syntetyczny i sktada sie z informacji o analizowanej populacji, wykorzystanych zrodtach

danych, sposobie taczenia danych oraz zastosowanej metodzie estymacji wielkosci populacji.
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4.1. Estymacja liczby niezarejestrowanych rezydentow w Holandii
Populacja’: osoby zamieszkate w Holandii w wieku 15-65 w 2010 roku.

Zrodta: wykorzystano trzy zrodta - rejestr ludnosci (Population Register - PR), rejestr zatrudnionych
(Employment Register - ER) oraz rejestr podejrzanych o przestepstwa prowadzony przez policje (Crime
Suspects Register — CSR). Tablica 7 przedstawia informacje o liczebnosciach wspdlnych dla tych rejestrow.

Zastosowano imputacje zmiennej dotyczacej czasu pobytu tzw. metoda Predictive Mean Matching.

Sposob taczenia: wykorzystano taczenie deterministyczne (identyfikator osoby) oraz probabilistyczne. Tablica
8 przedstawia udziat poszczegolnych typow taczenia w zaleznoSci od zrodta. Najwiekszy odsetek trafnych
potaczen w przypadku taczenia probabilistycznego wystepowat w odniesieniu do taczenia PR i CSR oraz ER i
CSR%. W przypadku taczenia probabilistycznego zastosowano blokowanie (wedtug kodu pocztowego i daty
urodzenia) a procesu potaczenia dokonywano nastepujaco:
e PR-ER oraz PR-CSR - data urodzenia, pteé, kod pocztowy, numer doku oraz suffix (blokowanie
wedtug kodu pocztowego, daty urodzenia),
e ER-CSR-data urodzenia, miejsce zamieszkania, adres, numer mieszkania (blokowanie wedtug daty
urodzenia lub miejsca zamieszkania, miesigca lub dnia urodzenia).
Tablica 7. Pokrycie miedzy zrodtami - PR, ER i CSR (w tysigcach)

CSR
PR ER 1tak 0 nie Razem
1tak 1tak 21 259.8 261.9
1tak 0 nie 4.9 350.6 355.4
0 nie 1tak 0.4 112.5 112.9
0 nie 0 nie 5.1 - 5.1
Razem 12.4 722.9 735.3

Zrodto: Opracowanie wtasne na podstawie Bakker i inni (2017)

Tablica 8. Informacje o taczeniu rejestrow

Niepotaczony Potaczony Razem

Potaczenie Zrodto
Deterministyczne Probabilistyczne

% % % x1000

1 Opracowano na podstawie Bakker i inni (2017).

2 Uwaga. W tabeli poszczegdlne wartosci nalezy interpretowaé jako: 57.6% wszystkich jednostek w PR jest
potaczonych z ER, 42.4% wszystkich jednostek zostato potaczonych deterministycznie a zadna probabilistycznie. Daje
to tacznie 617.3 tys. jednostek.
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PR<>ER PR 57.6 42.4 0.0 617.3

ER 30.1 69.9 0.0 374.8
PR<>CSR PR 98.9 1.1 0.0 617.3
CSR 43.8 54.3 1.9 12.4
ER<>CSR ER 99.3 0.6 0.1 374.8
CSR 80.2 17.8 2.0 12.4

Zrodto: Opracowanie wtasne na podstawie Bakker i inni (2017)

Model: wykorzystano model log-liniowy z i bez zmiennych pomocniczych (czas pobytu - ponizej 1 roku i
powyzej, pte€ oraz grupa wieku). Przeprowadzono analize wrazliwosci wynikow na btedy braku potaczenia oraz

taczenia.

4.2, Estymacja liczby osob bezdomnych w Holandii metoda capture-recapture
Populacja®: osoby bezdomne w wieku 18-64.

Zrodta: zarejestrowani w schroniskach (Basic Municipal Administration System), osoby ktére dostaty wsparcie
ale nie miaty statego miejsca zamieszkania (Received Income Support), zarejestrowani jako osoby bezdomne

w rejestrze osob naduzywajacych alkoholu i narkotykoéw (National Alcohol and Drugs Information System).
Sposob taczenia: identyfikator osoby (taczenie deterministyczne).

Model: wykorzystano model log-liniowy ze zmiennymi okreslajacymi charakterystyki osob bezdomnych i ich
interakcja ze zrodtami danych (ptec, grupa wieku, miejsce oraz pochodzenie). Modele liczone byty oddzielnie

dla poszczegolnych lat 2009-2013.

4.3, Estymacja wielkosci populacji przestepcow w Holandii z wykorzystaniem rejestrow policji

Populacja“: liczba osob w Holandii, ktora prowadzi pojazdy w stanie nietrzezwym oraz liczba osob, ktora
posiada bron, a jej nie zarejestrowata. Populacja ograniczona jest do 0sob, ktore mozna ztapac (na przyktad

wytaczone s3 osoby, ktdre maja bron zakopana i nigdy jej nie uzyja).

Zrodta: Dane policyjne za lata 1996-2001 ograniczono jedynie do pieciu regionéw, dla ktérych dane
charakteryzowaty sie najwieksza jakoscia. Tablica 9 zawiera informacje o liczbie 0sob, ktore w badanych latach
zostaty ztapane na przestepstwach. Lewa czeSc tabeli odnosi sie do danych obserwowanych i szacowanych na

podstawie modelu (nielegalne posiadanie broni palnej). Z kolei prawa strona tabeli odnosi sie do wartosci

% Opracowano na podstawie Coumans i inni (2017).
4 Opracowano na podstawie Van Der Heijden i inni (2003b).
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obserwowanych i modelowych liczby 0osob prowadzacych samochod w stanie nietrzezwym.
Sposob taczenia: brak taczenia, poniewaz wykorzystano jedna baze za lata od 1996 do 2001 roku.

Model: zastosowano regresje Poissona z wytgczeniem zera (ang. Zero-Truncated Poisson Model). Wykorzystano

nastepujace zmienne: typ przestepstwa (6 poziomow), wiek, pte¢, wiek w ktorym pierwszy raz popetniono

przestepstwo, liczbe popetnionych przestepstw oraz region zdefiniowany przez policje.

Tablica 9. Dane bedace podstawa analizy wraz z oszacowaniami pochodzacymi z modelu

k Rzeczywiste  Oszacowane Reszty Rzeczywiste  Oszacowane Reszty
0 60,084.0 - 0 104,352.0 -
1 2,561 2,558.9 0.04 8,877 8,847.2 0.32
2 72 76.4 -0.50 481 534.4 -2.31
3 5 2.6 1.48 52 34.0 3.08
4 - - - 8 2.9 2.98
5 - - - 1 0.4 1.06

Zrédto: Opracowanie wtasne na podstawie Van Der Heijden i inni (2003b)
4.4, Estymacja liczby nielegalnych cudzoziemcow w Norwegii

Populacja®: nielegalnie przebywajacy w Norwegii cudzoziemcy na dzien pierwszego stycznia 2006 .

Zrodta: na potrzeby estymacji wielkosci populacji odnoszacej sie do nielegalnie przebywajacych w Norwegii
cudzoziemcow wykorzystane zostaty trzy zrodta danych. Pierwsze zrodto stanowit Centralny Rejestr Osob
(Central Personel Register) z ktorego wykorzystano informacje na temat liczby osob urodzonych poza
Norwegia wedtug kraju urodzenia i w wieku 18+. Drugim z wykorzystanych zrodet byty dane na temat liczby
obcokrajowcow wedtug kraju obywatelstwa, ktorzy dopuscili sie przestepstw i byli sadzeni. Tego typu
informacje dostarcza Krajowy Urzad Statystyczny w Norwegii. Ostatnim zrodtem danych byt rejestr DUF
(Datasystemet for utlendings og flyktningsaker), w ktorym znajduja sie wszystkie osoby ubiegajace sie o
zamieszkanie w Norwegii. Jest to baza obejmujaca imigrantdéw i uchodzcow, ktorym przyznawany jest 12-

cyfrowy numer w momencie ubiegania sie przez nich o mozliwo$¢ zamieszkania w Norwegii.

taczenie: nie dokonywano taczenia danych, ktore wykorzystano w procesie modelowania w zagregowane;j

formie.

Model: na potrzeby estymacji wielkosci populacji zdefiniowanej jako liczba nielegalnie przebywajacych w

5 Opracowano na podstawie Zhang (2008).
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Norwegii cudzoziemcow wykorzystano hierarchiczny model gamma Poisona, ktory nalezy do rodziny modeli

mieszanych z efektami losowymi. W charakterze efektu losowego wykorzystano kraj pochodzenia

cudzoziemcow.

4.5, Estymacja wielkosci populacji Irlandii na podstawie dwoch rejestrow

Populacja®: mieszkancy Irlandii.

Zrodta: Rejestr Aktywnosci Ludzkiej (Person Activity Register — PAR), ktory utworzony jest na podstawie wielu

rejestrow odnoszacych sie m.in. do edukacji, opieki spotecznej, emerytur, podatkow oraz Rejestr Praw Jazdy

(Driving Licence Dataset - DLD).

taczenie: deterministyczne po zakodowanym identyfikatorze osoby.

Model: zastosowano metode typu DSE (ang. Dual-System Estimation) oraz jej odmiane TDSE (ang. Trimmed

Dual-System Estimation). Zastosowano ograniczenie zbiorow (ang. trimming).

5. Oprogramowanie

W rozdziale tym wyszczeg6lniono najwazniejsze oprogramowanie, ktore moze byc przydatne na potrzeby

estymacji wielkosci populacji z wykorzystaniem wielu zrodet danych:

RecordLinkage (Borg i Sariyar, 2016), fastLink (Enamorado i inni, 2017), Relais - oprogramowanie
przydatne w procesie probabilistycznego taczenia rekordow,

SMERED: Split and MErge REcord linkage and De-duplication toolbox for Java - (Steorts i inni, 2016),
https://bitbucket.org/resteorts/smered/,

Pakiety R: CARE1 (Hsieh, 2012), Rcapture (Rivest i Baillargeon, 2014), unmarked (Fiske i Chandler,

2011), multimark (McClintock, 2015)- pakiety R do oszacowania wielkoSci populacji,

Skrypty dostepne w rozprawach doktorskich (Baffour-Awuah, 2009; Gerritse, 2016) oraz innych
pracach Zwane i van der Heijden (2005),

Programy oraz skrypty dostgpne na stronach internetowych nastepujacych autorow Anna Chao

(http://chao.stat.nthu.edu.tw/wordpress/), Francesco Bartolucci

(https://sites.google.com/site/bartstatistics/software),

Procedury jezyka SAS - PROC GLM lub R - glm,

STAN (Carpenter i inni, 2016) - jezyk programowania stuzacy gtownie do szacowania modeli

metodami bayesowskimi.

Spis pozostatego oprogramowania do estymacji wielkoSci populacji mozna znalez¢ na stronie internetowe;j

http://www.capturerecapture.co.uk/software.html.

& Opracowano na podstawie Zhang and Dunne (2017).
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Podsumowanie

W raporcie dokonano przegladu metod statystycznych, ktére mozna wykorzysta¢ w procesie estymacji
wielkosci populacji trudnych do zbadania. Przyktadem takiej zbiorowoSci moga by¢ cudzoziemcy czasowo
przebywajacy w Polsce z uwzglednieniem nierejestrowanych imigrantow. Jak to zostato wzmiankowane we
wstepie raportu skuteczne wykorzystanie tych technik w praktyce w duzej mierze zalezy od dostepnosci
danych statystycznych i jest uwarunkowane koniecznoscig spetnienia odpowiednich zatozen lezacych u
podstaw poszczegolnych metod. W podsumowaniu raportu sformutowane zostaty zatem pewne wytyczne,
ktorych uwzglednienie w dalszych pracach stanowi¢ bedzie warunek niezbedny w procesie estymacji liczby
cudzoziemcow czasowo przebywajacych w Polsce wraz z niezarejestrowanymi imigrantami.

Zatozenia, ktore nalezy wziaé pod uwage, aby poprawnie oszacowac wielkos¢ populacji zdefiniowanej na
potrzeby pracy badawczej (czes¢ z nich jest uchylana w omawianych tu metodach) odnosza sie przede
wszystkim do:

e sprawdzenia czy definicje populacji we wszystkich zrodtach sa takie same,

e okresleniu czy populacja jest zamknieta — zaktada sie bowiem, ze w badanym okresie wielkos¢
populacji jest stata,

e sprawdzeniu czy kazda jednostka ma szanse by¢ zapisana w kazdym ze zrodet (przy czym
prawdopodobienstwo nie musi by¢ jednakowe),

e okresSleniu czy zrodta danych sa niezalezne - w przypadku zrodet administracyjnych systemy
powinny by¢ niezalezne (na przyktad w sensie prawnym),

e okresSleniu czy kazda jednostke bedzie mozna zidentyfikowac i potaczyé miedzy zrodtami bez
btedow (taczenie deterministyczne) - istnieja estymatory uwzgledniajace btedy t3czenia
wynikajace z probabilistycznego taczenia rekordow.

Aby ponadto dokonac estymacji wielkoSci populacji trudnych do zbadania nalezy posiada¢ minimum dwa
zrodta danych, ktore pokrywaja najwieksza czeS¢ populacji i spetniaja zatozenie o niezaleznosci. Kazde z
wybranych zrodet bowiem jedynie czeSciowo pokrywa badana populacje. Na potrzeby dalszych prac
analitycznych nalezy podczas szacowania wielkosci populacji cudzoziemcow poszukac¢ odpowiedzi na
nastepujace pytania:

e czy spetnione s3 zatozenia metod typu capture-recapture — metody te sg bowiem wrazliwe na
niespetnienie zatozen,

e czy mozemy taczy¢ zrodta danych po identyfikatorze (deterministyczne taczenie) czy z
wykorzystaniem zmiennych pomocniczych (probabilistyczne taczenie rekordow),

e czy rozwazane zrodta zawieraja btedy nadreprezentacji,

e czy dostepne sg zmienne pomocnicze (na przyktad wiek, pte¢, wojewddztwo), ktére mozna
wykorzysta¢ w procesie taczenia jednostek pochodzacych z réznych zbiorow jak i w procesie

estymacji.
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Wybor odpowiednich estymatorow i metod na potrzeby oszacowania wielkoSci populacji cudzoziemcow
czasowo przebywajacych w Polsce wraz z nierejestrowanymi imigrantami zalezy zatem od spetnienia
odpowiednich zatozen i od znalezienia odpowiedzi na powyzej sformutowane pytania. Warunkowane bedzie
to rowniez dostepnoscia odpowiednich danych statystycznych oraz ich jakoScia. Stanowic to bedzie przedmiot
rozwazan w dalszych pracach, w ktoérych podjeta zostanie proba estymacji zatozonej do oszacowania w

projekcie populacji cudzoziemcow w Polsce.
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